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摘 要 导出了，次外徽分式在 ，维子琬形两侧的连续性条件，将它用于Minkowski四 

维空一时流形，得刭 了电瑶场 中诸 电磁量应满足的交界面条件。 ． 
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ABSTRACT A continuity condition of p focrns acrQ6~ a ~-dlmens／onal submanifold ／s 

derived．The．various interface condRions of electromagnetic quantities are obtained di roush the 

application of the continuity condition to Minkow~i manifold of  space-time． 
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0 引 言 

电磁量的交界面条件有三类，即 

(1)电磁量在交界面上连续，如电位 ； 

(2)电磁量在交界面的切向分量连续 ，如电场强度 E} 

(3)电磁量在交界面的法向分量连续 ．如磁感应强度 B． 

电磁量韵这些连续性条件蕴含着深刻的几何意义，反映出电磁量内在的物理本质口]． 

事实上。条件(1)是电磁晕在交界面各点上连续的推论 ；(2)是电磁量在交界面上线积 

分连续的推论{条件(3)则是电磁量在交而上面移1分连续的推论 ]． 

电磁鼍的几何特性可以用外微分式充分描述。笔青运用微分几何中微分流形、外微分式 

等慨念和结论．研究满足一定条件的外微分式在子漉形两侧的连续性条件．得到了一般性的 

结皋。将该结果用于四维Minkow~k空 一时流形，就得到电磁量在交界面两侧的各种莲续性 

条件。 

1 微分几何中的一些概念和结论Ⅲ 

· 收文 日期 I992—07-07 
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1．1 流形 、外微分式 

流形是 Euclid空间概念的推广。直观地说 。*维流形 局部地(但整 体不一定)是 一维 

Eucfid空间 R ．换言之，耐流形 中每一点的一个邻域 c 甜，均可崔其中引入局部垒赫 系 

(盯．t／ )，这里 ， (。= 1．．．·， )为第 个坐标基 但整体坐标系不一定存在。因此，当不涉及流形 

的整体性质时，可以把流形肴作 -维 Euclid空间。 

流形 上可以引进微分的概念．使 成为微分流形 ，即在局部坐标系(『，， )中可以作 

微分运算。 

给定 的一个局部坐标系([，， )．其中的 p孜外微分式 定义为(1≤ ≤ )： 

．  

一 ∑ m ．d A⋯A d蚺 (1) 
[ l⋯-J 

式中 ， ．⋯。是 ( = l，⋯．-)的实函数．叫做 的系数；  ̂表示外积 ，它与向量的叉乘积有 

相似的性质．即 + 

f 0 — j 

dzt'A曲 I—d ̂ 血- ≠J 

[-iL'-" ]是从(1，2．⋯， )中取 个不同元素的组合。日此 共有f }；≈!／pl 一 )j项。规 
1，， · 一 

定 ， 

一  

即 0孜外微分式就是实函数。 

亦叫 ，次微分形式，简称 形式。 ． 

如果 只有一个系数不为零， 叫做单项式。 

1．2 外微分算子与 Poincarc引理 

对外微分式 ，可以定义线性算子 d： 

d! + 

d叫作外微分算子 具体地．对式(1)，d定义为 

dco ∑ (d ． ．)A d A⋯A如 (3 

式中，dm ⋯ 为通常的微分运算，即 

dcoil．,．i f嘉 +未 +⋯+昙a )n．一．， 

可以证明．对任意 形式 ，有 

dLd∞，)i 0 (I) 

此 即 Poincare引理 。 

1．3 定向流形、带边区域与 Stokes公式 

在 Enciid空间中 有线积分、面积分等概念．且积分区域是有方向的 这些概念可以推 

广到 维流 彤 1，巾。 

如粜 上存在一个连续的处处不为零的 n次外微分式 ． 叫做可定向的 ．并用 咖 ^⋯ 
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^血。表示其定向。事实上，血 ^⋯ ^dn"蕴含了d 血 、⋯，d 之间的一种顺序，它可以表 

示流形的定向。由外积的反交换性可知，对连通的可定向流形 ，恰有两个不同的定向(叫做流 

形的两侧)。本文中的流形均是可定向的。 

流形中的带边区域 c ．I，是 的子集，亦叫子流形 ，子流形 中的点分为内点和边界点 

两类。边界点的集台叫做 的边界，记作 ．如果 是，+ l维的，则 是 的 维子流形 ， 

这里 ，< ． 

对．I，中的 次外微分式 ，有 Stoke~公式 

』 一 (5) 
式中， c．I，为 + l维子流形。 的定向由 的定向诱导，即如果 的定向表为du A⋯  ̂

dH，^du ，则 的定向表为(一 1) ·“ ^⋯ ^d̈ ． 

设 是 + l维的，取 ∈ 的局部坐标系为(u， )， —l，2，．．． 显然，可以选择 ， 

使 

(口 )= 0， 一 1，2，⋯ ，P 

即 为坐标原点；并且，对 口∈U N ，可使 

( )一 0， 一 p+ l， + 2，⋯ ，口 (6) 

如图 l所示。式(6)是 在局部坐标系下的方程。 

中的 2( + 1)个两两平行的 维子流形构成 ，+ l维超柱体 c 在 的诱导定 

向下，相互平行的两个超曲面(即 维子流形)的正方向恰相反。 

图 l 局部坐标的选择 图 2 交界面示意 

2 外微分式在子流形两侧的连续性条件 

考虑 Ⅳ 中的 P+ 1(p< n)维带边区域 ，它由“ 和n 组成，即 = VIU V2， N V2一 

这里， 为 维子流形+称为 与I。t的交界面 如图 2所示。 

戢 ，一 s⋯其电际域为( ， )，则 髓 的局部坐 际方程由式(6)表示。 

谜 中给定 一形式 和( +1)一形式 ．其系数均为有界，且对 中的任意 P+ l维 

子流 ．满 足 ： 

(7) 

+ 

_ ．---●  r = 

● ． ● ，  
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现在推导满足式(7)的 形式在 ，维子流形 ＆．两倜的连续性条件．令 

‘= 士 B (8) 

= 士 6，J= l，2，⋯ ，， (9) 

式中， ，b为常数。式(8)，(9)给出 2(，"t-1)个两两平行的超曲面(，维子流形)，它们匿成一 

个 ，-'Fl维超柱体 ．将 的边界分成三部分} 

图 3 超柱体及其侧面 

一  U 一U 

其中． ， 一由 ”，̈ =-'F d， +1=一 ，确定 (即 Vt的“螭 

面 )l风 由 =-'t-6， =一b确定( 的“侧面”)。如图 3所 

示。在 诱导定向下 ．8 、8一的方向相反。 

令 = ，代入式(7)，得 

r r I I ‘ (1o) 
u。
s u．g- - 

依式(6)、(8)，对 和 一有 

’ ‘= 士 d， 一 O，Z= ，-'F 2，⋯ ．̂ 

所 以 

= 0，I= -'t-l，，-'F 2，⋯ ，̂ 

代入式(1)，得 

m ( )= n，I ．。( )du‘A ⋯ A d (11) 

即在 s 上， 为单项式。将式(儿)代入式(1 0)，得 

．  j- A⋯A -'t-J． A⋯A d矿+f = - 
一  

- 

式中， ．，= ( )． 

当 一 0时，怫一 0， 一 0．由于 和 ‘均为有界，从而 

J． 一o，J． 一o 
‘ 

代入式(12)，得 

』m ，d” ̂⋯̂ d ，+』 ．，d A⋯̂ d =0 
S十  一 

同时，由于 laI一 0，有 

=一 S-= n 

式(13)成为 

I ( ，d A⋯ A dn 一 ，d A⋯ A d p．P)=o 
⋯ B 

由于 可以任选．S n 形状是任意的．从而由式 (̈ )可以推出 

(12) 

(13) 

■ 
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∞}H-d“ A ⋯ ^du，一 ．，du A ⋯ ^ du (15) 

或者用系数表示 

．， 一  ． (16) 

式(15)，(16)即为 在式(7)的条件下在 s． 两侧的连续性 条件。 

需要指出的是 ，由式(16)便于导出电磁场量的交界面条件。 

更一般地，蜀n U的局部坐标方程可以写为 

“_-一 0， 一 + 1，P+ 2，⋯ ，H 

这里， + ， ⋯ ，⋯， )是{1，2，⋯，H)中任意一组 ("一p)个不同的元素。这样， 在 、 一上 

的单项式为 

n，( )= 咄 ⋯．( )du‘l A ⋯ ^ d ‘r 

式(1 5)、(16)成为 

畸 ，du‘-A⋯ A d 一 -．．du A⋯ A dn’， 

畸 ．．．一 ， 

3 电磁量的交界面条件 

3．1 电磁量的外微分式 

先引入一些电磁量的外微分式 ，如表 1所示。 

表 1 用外微分式表示的电磁量 

再考虑四维Minkowski时空流形M 中的情形．在三维空间的基础上加入时间维dt，并令 

dx0一 cdt 

其中 c为光速 ，这样四个坐标基为 
zO

． 

zl
- 

z!● z3 

它 有 Lotentz度最 ．即 

(d，) 一  

其 中d￡为四维 时空中的 长崖元 。 

参照表 l，引入场 2一形式 
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F：一 d ^旦 + B 

和源 2一形式 

G — d  ̂ + D 

以及 电流密度 3 形式 

r一一d A丢--p 
和电磁位 l一形式 

D 一 一 d ^+ A 
． 

则通过外微分运算可以得到电磁场的基本方程为 

d = r 

d口 = 

依 Poineare引理式(4)．由式 (21)，(22)得 

dF 一 0 

dF = 0 

式(21)～ (24)包含了 Maxwell方程组、电荷守恒定律和动态位的定义，见表 2 

表 2 Maxwell方程组、电荷守恒定律与动态位 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

3。2 电磁量的交界面条件 

在 ‘时取 2维、3维和 维于流形 、 和 V ．则由Stokes公式 (5)及式(21)～ (24)可 

以得到积分彤式的电磁场基本方程： 

』。 
! 

』 
1 

』 
¨ ’ 

! 

O 

0 

式(25)中诸式与式(7)柑似 ．从而 、 和 ， 的交界 条件可由式 (1 6)确定 ．或者说，电磁 

5  

2  

r 

● ● ，

r 
— 

G 

r ● ● 
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量的交界面条件 由式 (16)统一地给出 具体地 ，有 

f 一 距  (26) 

j 一q，． (27) 

f 一 ， (28) 

’1。‘ s一 ‘l’’2．il 29) 

式中，il, t， s均取 自{O，l·2，3)-式(26)～ (29)为四维 Minkowski时空流形中诸电磁量的交 

界面 条件。 

为了得到 ·E·B等电磁量的交界面条件 ．只要将式(26)～ (29)按表 l，2展开即可。 

1) 与 A的交界面条件 

在式(26)中，取 t= 0，得 

=  一  

它表示 在交界面两侧对应点上相等 取 i = l， 

对 一 

注意到此时 为切向分量．故 A的切向分量连续 

2)E和 B的交界面条件 

在式(28)中，取 ；-一 0，iz= l，得 

一  

由于 是切向分量 ，故 E的切向分量连续。再取 一 2， 一 3，得 

计 一 矸  

由于 月 是 dz A dz 的系数，它是面元 dx。^d 的法向分量，故 B的法向分量连续
。 

同样可以分析 H、D、J的连续性条件，结果均与已知结论相符。 

4 结 论 

由于外微分式能更好地、更统一地描述电磁量及其基本规律 ，诸电磁量的交界面条件在 

外微分式表示下具有同一形式是十分 自然的。 

本文的结果为研究电磁量的几何性质、求解用外微分式表示的电磁场边值问题提供了 

基础。 

承蒙江泽佳教授审阅本文初稿并提出宝贵意见，作者谨表示衷心感谢。 
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