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摘 要 用封闭截面薄壁杆理论建立的夹芯杆耦合变形 的组合模型得到 了芯层应力和 

层闻结合应力 的精确化分析方法，井给 出了箱形截面杆的分析结果。 
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ABSTRACT According to the theory of thin—wallecl bar with cJosed section．a combined mod． 

el扛 established of。oup ng deformation，and an accuzate method of anaJysLng st仲ss between lay- 

ers is~uggested．W ith the model，tile analyses results Wet@offered to sandwich bar with box sec[ion． 

KEYW ORDS sandwich bar}closed n}couplln~deformation{ tes9es t~ ween L~yecs 

0 引 言 

封闭截面夹芯杆由外表层桂壳、内表层桂壳和兜芯组成，见图1．两表层由高模量与高强 

度材料制成 ，主要承受面内应力。央芯主要承受剪切变形井阻止表层剥离。这类夹芯杆是构 

成复合材料梁的主要形式，已经得到广泛应用。但是，有关的分析方 法[ 很少涉及耦 合变 

形，很难涉及芯层应力和层间结合应力。芯层应力和层间应力正是控制多类失效形式的主要 

一 蝴 
第‘表层 

围 I 夹芯杆 

· 收文日期 199,％1I． 

图 2 截面 
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因素。本文用封闭截面单层薄壁杆理论建立夹芯杆耦合变形的组合模型，得到芯层和层间应 

力的精确化分析方法，给出了箱形截面杆的分析结果 

1 组合模型 

讨论截面如图 2所示的等截面直杆，截面几何参数和物理性质均与坐标 z无关 。两表层 

厚度远小于夹芯厚度，表层扭转变形的刚周边假设和弯血变形的平截面假设有效，因而表层 

位移分布为 ]： 

一 d- -+ {co鲫+ |7sin ，”．一riOi一~sina+ 璐 ， 一 + 善一 知。～ (1) 

式中 i取 l和 2，分别表示外表层和内表层， 
l 

r 

一 孚 一 I r d ／8， 。l一 中rl司 (2) 

和 。分别为表层截面中线 的弧长坐标和周长； 为表层截面扭转角 、e分别为扦截面 

的 z向、 向和轴向平动位移 这里假设这三个平动位移分量对内外表层取相等的值 对于每 
一

表层．忽略同向正应力和周向正应变，根据式(1)，可得表层的纵向正应变和纵向一同向剪 

应变分别为 
一 亡一{ 一 。+q ， 一岛 ／‘ (3) 

相应 的内力用柱壳的本构方程表示为(图 I) 
一 日{ + ， 鼠一 丑 ．+ 描 (d) 

式中 是第 i表层柱壳的弹性系数 ，它们只是弧坐标 B的函数，且 B = 日 式(1)和(3) 

中，上标“· 表示对 =的导数。 

对于芯层，忽略周向正应力、纵向正应力和周向 一 纵向剪应力，把其余 3个应力分量表 

示 为 

以 一 丑．；．， f_，一 日。 ．． f 一 日 (5) 

式中日．、日 和 是芯层材料的等效弹性系数 ，；．、 和 沁 为芯层厚度上的平均应变．这样一 

来，将芯层的应力 “、 和 fl 简化为厚度上均匀分布。为了将 ；．、 和 通过表层位移厢 

吼 ：聪 表示，我们列出用曲线坐标系 描写的应变 一 位移方程 

一 面 ， 磊 十 一 ’ ‰ 磊 十 面 

式中P为坐标线s的曲率半径。计算其在芯层厚度上的均值，且分别取为 
Ô，： Ô，2 0̂，2 

—  i』 ， 一 i』 ， 一 i』‰ 
计算中近拟地取 

Ô，2 D̂，2 

击上 塞咖#÷(羞+差)， 击』 詈a =音( + )t 
l0／2 

击j塞出一号(警十警)一吉c -+ ． 
一 D̂，2 

更假设芯层厚度 分段均匀，因而(图 2) 
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一 ：圭  ∞ ， ，1一 拈 圭  nd’ ’ A士 ‰ 

于是得到 

I-=^． + ^ 02， ，J。0．+ ，J202， 一 ，|ldt+ ， 以 (6) 

式中 

^l= lIko， ^2=一 dz／ko， 

．̂=告 + 一 ， 一吉慧一 一 ， c ·l i 十 一 ’ 一 五 2 ’ (7) 

．̂=鲁+ ， 一鲁一 
式中 为表层截面中线 的曲率半径。 

如 果用 n 表示芯层截面中线， 表示相应的曲线弧坐标，那末单位长度夹芯杆对应的 

应变能为 

一 娄 1 frl(T~+ 如 +吉f c + 十 h 
把式 (3)和(6)代入，总可以把 U改写成 

一  (Ⅳ舌+ ，{一 。 +G‘- 扫．+G 如+Ⅳ‘ +Ⅳ‘”以+ ’ 牲’ 如) (8) 

式中 

Ⅳ 一 娄f T,ds， —一妾f 出．， 。=砉 s， '-I ‘ l。I l ⋯ ‘ 
一  f Ⅳ“)；詈f 盛 +f 厶一。拈。 c。 
：  ( + fû )̂ 

分别为与 {、{、 、 、 和 0．相应的广义内力。 

3 杆的等效本构方程 

把 Ⅳ作为{、i、 ．、如矗 。、 、 和 共 9个广义应变的 2次齐次函数，按 Euler定理，可以 

得到广义应变与它们对应的广义应力间的线性关系，即等效本构方程a一般而言，这 9个方 

程可以得到简化 。 

特殊地选取坐标系∞ +使 OZ和。，两轴是第 i表层的物理形心主轴，即对第 表层满足 

条件： 

4) i 一4)B t ． 一0，中．科 ． 一0 (10) 
J J ～ ‘ 

其后的讨论中，更设两表层有相同的物理形心主轴。 

总可以特殊地选择点 和计算弧点长坐标 的起点(图 2)，使 

．

研 戢d 一 0· 
． 

P d 一 聊 新竹d = 。 ‘ ” 

这样的点 就是第 表层的弯心。一般而言，两表层的弯心可以不得台· 

对于厚度沿周向变化的夹芯杆，其弹性系数总满足条件 
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肛 一 疗 ／疗ir， 一 疗甜／耐 ， 晟、 一 oon皇t (12) 

在上述条件下，得到的9个等效本掏方程可以简化为彼此独立的如下 3组 
一  

=  ll{， 肌 一 2： 0 一 Ass0l， 0‘”一 I‘屯 (13) 

Ⅳ一 DlI毒+ D1a01+Dl3 ， Ⅳ ”； Dn‘+ ： + D23 2， Ⅳ 孙一 Dn + D：2以+ D23如 

式中 

』I， n — C110I+ l：02， 一 C210I+ Cz20： 

一 ∑4) 口i ， ”=∑4) d ， 
i-- 1 · ·一 1 

” 一  f‘ iP计dm， 山·一 f 酬} 谚dm 
一  

i- 1 

％ 一 ,Q1 釉 一  
一 导 s： 

。z-一。m ：一 吉f B d +f 矗 邯，如一 
。 = 。m 。a ； f ，| ̂：盈̂d 。 a一琏J Bg +f od 

a-；f (矗 +，。B。)hd ， ：一 ： =f (̂-̂ +，．-，．!&。)̂。 
； f，．(％ +矗凡)̂od 

4 控制方程和边界条件 

(11) 

(15) 

如果表层柱壳上分布外力的 3个分量分别为 口 口{ 和 口 端面 =一 O、L上表层柱壳内 

力的边值为 于和 鱼，夹芯不受外力。那末，单位长度杆对应的外力势为 

，一∑+ ( {‘ 地+ -+ 蚍)d峨+∑寸)，{[或 ]+[ 。毗]}d 
i-- l 1 ‘一 1 I 

式中约定 

[ ．轨]= (蛊 )：一 一 (& )；。。， [ ]一 ( 讹)；一。一 ( m) 0 (19) 

把式(1)代入，分部积分．得到 
= P； + P {+ P． +m‘” + mf + [ 臼 + [ {]一 + 

[ 目 + [ ]+ [存⋯ -]+ [ ：]+ [疗“ 0 ]+ [疗 ] (20) 

式中 

一 喜f ， =奎f√ c 一 + s 
P-一喜 Jsina ～+ ’一 + 一却麻 
m  一  

， 

( }flI— 一 工)： J d 

∽ ㈣ 
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= 奎 ， =一室 z ， 一宴 
。I一一∑+ (蛊sina+ ) ， ：∑中 (2~,sina— )d 

_一 I · i-- l ’ 

(，)=q击 ( ．~p,dxl， 疗( =q书 蛊r 拂+ 
J F‘ J 

这里 。 一 ( “ )Ⅲ ．L． 

按最小势能原理 

扣 一。 
得到它的 Euler方程和边值条件 ： 

一  

， + PI一 0， [( ，一 ，)砖]一 0 [( + ) ]一 0 

帕 + Pt— O， [(』lf 一 ，)两]= O， [(帕。一 )却]一 0 

+ PI一 0， [(̂r一 )d臼 = 0 

(21) 

422) 

(23) 

424) 

(25) 

”
一 疗呻+ ：。 + m‘“一 0，E(o 一 。)甜-]一 0， (26) 

[( ‘”一0“ 一 膏(。)d ]一 0 

把式(13)(̈ )和(15)代八，便得到用 、f、 和 以描写的控制方程和边界条件。这种用广 

义位移表示的边值问题可以分为 3个彼此独立的问题。 

z。 面 内的弯 曲 

f+P；一 0， [(̂ll}+ 庸，)砖]一O， [(一 ll 4-电 ) 一 O (27) 

yoz面内的弯曲 

+ P，一 0， [( ≈面一 )却]一 0， [(一 ” 4- )卸一 0 (28) 

内外表层扭转和轴向拉压耦台 

D。 {+ D。： -+ 以+ P；= 0 

A330一 Dz2 一 如 以+nl + n2O 一Dn舌+ m“ 一 0 (29) 

Ä 0一Dsa 一 以+ l + 202一 I}+m 一 0 

在特殊情况下，科 = 0， — 1．2，那束轴向变形和表层扭转变形不耦合，J’ 一 D： 一D a 

Ds = 0．但两表层的扭转变形总耦 合在两个常微分方昆中。 

5 箱形截面杆的弹性系数和层间应力 

讨论图 3所示箱形截面．内外表层和芯层都是 

匀质材料 ．截面几何图形有彼此正交的两对称轴 一 

轴 与轴 ，两表层的物理形心和弯心都与点 。重 

台 在 z一± ．外表层厚度 为常值 ，在 =± 外 

表屡厚度为常值 ；在 一± nz，内表层厚度为常 

值 ：̂，在 一± ，内表层度为常值 ẑi在 z一土 do 

— m — —  — — 日 —  

I  ̈ f 

I ， I 
I 
一孽 

_  1 J 
．  竺=# 

图 3 箱形截面 
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芯层厚度为 ，在 ，：士 6o，芯层厚度为 d ．用 B“ 表示 在 z=士 a．的取值，因此 一士 

处 B“’=也 ．芯层等效弹性常数 保持常值。 

式(2)给出的 为 

d．一  ． m —  ． ． 

：一 瓦 ’ ；±峨 =一 面 ’ =± 

式(7)给出的 厶． 和 厶 

f ．一 』一 ／ ￡：士ao 一1
一 ￡／ =士 6 

厶  

式(16)、(17)和(Ig)给出 

1 

2 

1 

2 

￡ ： 士 ao 

= 士 6o 

一{二 
： ：  

aI 

0̂ 

6 

0̂ 

生 
0̂ 

0̂ 

一  

+ 6l 

一 6l 

+ 

口2 一 如 

02+ 

舰 一  

2 + 

， 一 』 ／ =士ao 
一

1 ／̂0 ：士6o 

+专 
1 

2 

l 

2 

1 

2 

1 

2 

1 

2 

l， z皇士 口。 

I￡ =±6。 

￡= 士 aO 

= 士 60 

￡ = 士 o0 

一 士 

= ( + i1 m  ”， ：  砰(“十寺蛐 。 

：  

4 
l
2
u
． 2-口l一 61) ”， “一 sibi(啦 + ) ‘!】 

DII刮 客(m也+ ， ¨ ” 
DI3： = 

：  为  ̈  

+{ [( +专 +( + 。] 
，= ¨ 啪  

+{ [( 一击) 。+( 害 一吉)：na} 

：。 =一号 。[(嚣 +{J(鲁等}芊专；一专)埔 

+( +{)( 一{)n：] 

一 一 

堕 一 

一 一 

，● ● ●● ● ●● J c1 ● ●● ●

【  

II 

一 一 

m一‰ 一 

， ●● ● ●● ● ●J c 1● ● ●●

【  

一 
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= {吼 
= 导良 

： =  ： 一 一 { 击(碥+票)一 
一  。[(嚣一划嚣+专卜 bl 一划矗+击 

式 中 

=cse．一 +s[({一e。)一 ] (_}一 ) ， 一 cm+ ， =-，z 
按照式(5)和(6)，良厶和， ，1分别为扭角Oi的单位值产生的芯层应力“和 f_， ，l为 

扭率 的单位值产生的芯层应 力 ．图 4表示了厶、 和 ^在 上的分布规律。由于芯层应 

力取为描厚度均匀分布，应力分量 ． k 就是外表与芯层和内表与芯层闻的层间应力。 

留  
画 ～ 

g 
图 ^，_，_在 n 上的分布 

一̂( +{)m 

也=( +÷ 

( 一{)a． 

( 一÷ 
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