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非光滑集函数多 目标规划的对偶理论 
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摘 要 建立 了非光滑集函数多 目标规划的 Wolfe型和 Mond-Weir型对偶规划 ，讨论 

了关于有效解的弱对偶定理、直接对偶定理和逆对偶定理。 
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ABSTRACT In this paper，for a nonsmeoth multiobjective programming with set fun~ ons’ 

W olfe pe duality and M ond—W eir ∞ duality ale established．W eak dual theorem ，曲  t dual the- 

0rem and inve dua i theorem about：effictem solution discussed． 
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0 引 言 

1979年，在[1]中 Morris引入了测度空间集函数的可徽性和凸性概念 ，并研究了单 目标 

集函数的最优化问题及 Lagrange对偶问题 ，最近几年 ，对集函数的最优化问题研究较为活 

跃，可参见文献[2-9]．集函数多 目标规划的对偶理论的文献罕见，且多是对 Lagrange对偶的 

研究，至于非光滑集函数多目标规螂的对偶理论则更少。本文针对非光滑集函数多 目标规 

划，建立了 Wolfe型和 Mond-Weir型对偶规划，分别讨论了关于有效解的对偶理论。 

我们考虑下述集函数多 目标规划 ： 

f in (。)一 ( (。)，⋯ ， ·(口)) 

(P) s_t．G ( )≤ 0，j— l，⋯ ， 

【 0 ∈ 

其 中 ： 一 尺．i— l'．I·， ． ： 一 ． 一1．⋯， 都是弱 连续的凸集函数， c r为 r的凸 

子集族 。设 (三))一 (Gl(0)，⋯，G (0)) ． 一 { I (0)≤ 0，0∈ )，在本文中设(z，r， )是 

一 有限无源测度空闻．L (z，r． )是可分的。 
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1 定义和引理 

在有限无源测度空间( ，，， )中，每个 口∈ F可视为它的特征函数 ∈ (z，F， )c 

·且 ，视为 ( ，F， )一 的一个子集 { ID∈ ，}．对一个凸集函数 ； 一 ，当 

如 一 ／f̂ ． 一d ，我们认为 (o)一 (̂ )．因此 可认为是 的子集． ，一 {托ID∈ ) 

上的一个函数．由文献[1]中命题 3．2和引理 3．3可得下述引理 1． 

引理 l 对任意 口，^∈ F，̂ ∈ [0，1]，都存在 r中的序列{口．)和 {̂ 。)使得 
。 

一  ̂ 和 ．一 (1一 )  ̂ (1) 

u ．̂u(口n )̂一 。+ (1～ )  ̂ (2) 

我们称满足(1)和(2)的序列{ = U^。U(口n^))为关于(口，^， )的 Morris序 

列 。 

定义 l ，的子集族 称为是凸的，若对任何(口，̂ ， )∈ × ×E0，1]和相应的 ，中 

的 Morris序列{ ．)，存在子序列{ }，使得 

V_．一 口～U^、U {口n^)∈ V、 

定义 2 集函数 ： 一 称为在凸集族 ∈F上是凸的(严格凸的)，若对任何(口，̂ ， 

)∈ 妒× × E0，1](o≠ ^)，存在一个 Morris序列{ ．}c ，使得 ； 

lim／e(V．)≤ (< )Zg(口)+ (1一 ) (̂ ) 
一 ^ 

定义 3 设集函数 ：F— 一 U {。。)，且 

D。m 一 {D∈ FI (口)是有限的)三 
v  

( )P称为在 口∈ 处弱 下半连续(弱 上半连续)，如果对任何满足 一 的序列 

∈ ，有 一 。。< (口)≤ lim ( )(+ 。。> ，(口)≥ tim ( )) 
■—●∞  一  

。 

( )P称为在 口∈ 处弱 ’连续 ，如果对任何满足 一 的序列 口．∈ ，有 

(口)； lim (。_) 

定义 4 口。∈ 称为(P)的有效解，若不存在 口∈ ，使得 (口)≤ (o‘)．且 (口)≠ 

(o )． 

定义 5 称 ，∈ L-( ．F． )为凸集函数 在 Do∈ F处的次悌度，如果 ，满足下列不等 

式 (o)≥ (D0)+< 一 ，，> ．V口∈ ， 

我们把集两敏 在 处在次梯崖 集合记为 ’(。0)，称为 在 处的次敞分．如果 

’(Do)≠ -称 。在 处可次微分的 

在[9]中定理 3．5知 ．对于弱 下半连续凸集函数 在其凸有效域 上有 (0)≠ n 

显然 ．0 为minF(D)的最优解充要条件是 O∈ (口 )，我们称函数 ，j，一 U {。。)是 

正常的 ，如果在 ，上 ≠ 。。． 

文[7]中的定理 l2可把 a一 (“ 一，m)规范化 ，规范化后得下述引理 2． 

引理 2 在问题(P)中，设 是 ，的凸子集族， ，i— l，⋯， ， ”j： 1．’-·，打．，都是 ，上 

的正常凸集函数 ，且 。0为(P)的有效解 ，假设对每个 j∈ (1，⋯，n)有 一 。j∈ 使得 
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( )< 0 一 1'．．’，m 
⋯  

(口 )< ， (00) — l，⋯ ， ，』≠ 

再设 n，⋯．／e，G -．’ ．．可能除一外 ．都是在 上的弱 连续集函数 ，且 ( 的弱 闭)有相 

对内点，那么，存在a一(嘶，⋯，哦)，∑盹一l， ∈珥， 一( ，⋯， )． ∈衅，使 
l— I 

(1)加 (Q。)一 0 

( )0∈ · (Do)+ ^·船 (。0)+ N．(。0) 

其 中 (口0)一 (O／e，( )，⋯， ( )) ， (00)的 含 义 相 同，N，( )一 付 ∈ ( ，F， 

)l( 口一 ，>≤ 0，V 0∈ )． 

引理 3 r 设 ，：F— 是在 上严格凸的，那么对 0∈ 和 ，∈ a (o)，有 

(̂ )一 (口)> < ^一 ， > ， V ^≠ 口 ∈ 

2 非光滑集函数多目标规划的对偶理论 

． 我们首先考虑多 目标规划(尸)的 Wolfe型对偶规划 

rm~x (。)+《艚(。)》 
(D1){。·t·0∈ ’ (。)+ ’̂骝(。)+ (o 

【 口∈ ， ∈4，∑嘶一1， ∈碑 

其中 ，(0)= ( (口)，⋯， (0)) ，《 加(口)》一 (加(0)，⋯，加(0))：，其它与前面含义相 

同 。 

定理 1(弱对偶) 设 口和 (̂ ，a， )分别是(尸)和( )的可行解，并设 F是严格凸的，则 

当 0≠ ^ 时 Ⅱ (0)> d· (̂ )+ 艚 (̂ )，le(0)> ，(̂ )+《 艚 (̂ )》 

证 因为 (̂ ，d，̂)是( )的可行解 ，则存在 ∈a，(̂ )，H∈ (̂ )， ∈ (̂ )，使 

得 知 + + "= 0 

又 ，是严格凸集函数，由引理 3知 F(0)一 F(̂ )>< 一 ẑ ， > 

那么有： 

d(口)一 ，(^)一 (̂ ) 

> 0( 一 Ẑ )一 艚 (̂ ) 

一 一  (如 一 Ẑ ，“)一 (如 一 ， )一 艚 (̂ ) 

≥ 一 ( 一 ẑ ． )一 艚 (̂ ) 

≥ 一 (o) 

又 0是(P)的可行解，故 一 m(D)≥ 0． 

从而 (D)> ‘(̂ )+ 肼 (̂ ) 

又 ∈碑＼{0)，∑啦一l，故 (口)> (̂ )一《三G(̂ )》． · 
J= 1 

毕 

定理 2(直接对偶) 设 D 是(P)的有效解．并且(P)满足引理 2中的条件．那么存在 

( ．̂ )使得( ， ‘， ’)是( )的可行解，且 (D )一O，若再设 是严倍凸的，剧 (D‘一 
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‘

， 。)是(D )的有效解，(P)和( )有相同的极值。 

证 因为 o’是(P)的有效解，(P)满足引理 2中的条件，由引理 2知．存在(n‘．̂’)∈ 

群。，∑ 一l，使得 
_’ I 

G(o )一 0 

0∈ d’ a (口 )+ a (o’)+ N。(o‘) 

即(o ，口。， 。)是(DI)的可行解。 

下面证明(o。， ，̂ )是 (D1)的有效解，若不然，则存在(DI)的可行解(o，n， )，使得 

(o)+ 《 坩 (o)》 一 (口 ) 

一  (口)+ 《 坩 (D)》 一 (口。)一 《  。G(口 )》 (d) 

≥ 0 

且等号不成立 。 

显然，口≠ 口 ，若不然，(4)式变为 《 坩(口)》≥ 0，即 坩(o)≥ 0．而 ∈衅 ，口一 口‘ 

是 (P)的有效解，即 G(口)一G(口。)≤ 0，故 加(口)≤ 0，从而 坩(口)一 0，这样(4)等号成立， 

矛盾 ! 

因 ∈毋，∑ 一1，故(4)式变为 d (口)+坩(口)≥d (o’) 
●_ I 

而由定理 l知 a (口 )> d (口)+ 坩(口)，矛盾j从而说明(口’，d’，̂’)是(D1)的有 

效解。 

证毕 

定理 3(逆对偶 ) 设 (̂ ，a。，̂’)是 (D )的可行解 ，若 ，是严格凸的，并存在(P)的可 

行解 口‘使 口 (口 )≤ d。le(̂  )+ 。G(̂ 。)，则 口。一  ̂，且 口‘是(P)的有效解，同时， 

(̂ ’，a’， ‘)也是( )的有效解。 

证 假若 口 ≠ ^’，根据定理 1得 (o’)> d’le(̂ ‘)+  ̂G(̂  ) 

这与已知条件矛盾，因此 o’=  ̂． 

又由定理 1和已知条件可得 

d。 ( )> d‘ (o’)， V 口 ∈ ，o ≠ o‘ 

若 o 不是(P)的有效解 ，则存在 ∈ 使得 

( )≤ (口 )且 (工) )≠ (口‘)，于是得 

。 ( )≤ ‘ (口’)，这与上面推导结果矛盾。故 口 是(P)的有效解。 

现证 (̂ ‘， ‘，̂ )是( )的有效解，若不然 ，则存在( )的可行解 (̂ ，a，” 使得： 

(̂ )+《 (̂ )》≥ (̂ ’)+《 土 G(̂ ’)》 (5) 

且等号不成立。 

显然 ^≠ ^’．否刚，由口 =^’．土 (̂  )4- (̂ ’)≥ Ⅱ (口’)．得 

0≥ ‘G(̂ ‘)= (口‘)≥ 0 

从而 ’̂G(̂ ‘)= 0，由(5)和 ^=^‘= o ，得 

0≥ ’̂G(̂  )= ’G(̂ )≥ 0 

即有 (̂ )= 0，故(5)式变为 (̂ )≥ (̂  ) 

这与 ^：  ̂ 及等号不成立相矛盾，故 ^≠  ̂． 
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再根据定理 l和 。G(A‘)一 0得 

(A )+ 《 (A)》 < (A。)一 (A。)+《 ‘0(^。)》 

这与(5)式矛盾i从而(A’，a‘， )是(D )的有效解。 

证 毕 

6一下面对应于(P)问题，建立如下非光滑集函数多目标规划的 Mond—Weir型对偶规划 

fm (。) 

l s．t．0∈ Ⅱ· ’(0)H- -a (0)+ N。(0) 

( ) 1 ·0(0)≥0，0∈ 
I ． 【 

∈珥，∑ 一l，̂∈辟 
I‘ I 

其中符号含义与前面相同。 

定理 d(弱对偶) 设 0和(A，a，̂)分别是(P)和( )的任意可行解 ，假设 是严格凸集 

函数，则当0≠^ 时有 d (口)> (A)， (0)> ，(A) 

证 因为(A，d，̂)是( )的可行解，则存在 ∈ (A)，u∈ (A)， ∈ Ⅳ-(A)，使 

得 抽 + 知 + 一 0 

以及 柚 (A)≥ 0 

又 由0的可行性知 柚 ∞ )≤ 0，故 

一 坩 (0)+ 加 (A)≥ 0 

又 F是严格凸的，由引理 3知 

(0)一 (A)> < 拓 一 X^， > 

由上述一些不等式 ，可得 ： 

(0)一 aF(A )> Ⅱ< ％ 一 ，̂”> 

= 一 (̂如 一 ^，̈ )一 <  一 X^， >  

≥ 一 (̂ 一 ^，，J) 

≥ 一 坩(0)+ (A) 

≥ 0 

即 d (0)> (A)，又 a∈ 珥 ＼{0}，故 

(0)> (A) 

证 毕 

定理 5(直接对偶) 设0‘是(P)的一有效解．且(P)满足引理2中的条件，那幺存在( ， 

)使得(0‘． ，i)是(DD的可行懈 ，且 (口’)一 0，若再设 F是严格凸集函数，则(0‘， ，j) 

也是(D：)的有效解。 

证 由引理2知，存在( ，A)∈R? ，：∑ —l，使得(0。， ． )是( )可行解，且 
_一 I 

(D·)= O。 。 

下面证明(0’， ，Z)是( ：)的有效解，苦不然，刚存在( )的可行解(口， ， )使得 

(口)≥ (口 ) 且 (口)≠ (口 ) 

显然 0≠ 0 

叉 ∈ 珥 ＼{0)，故 d (D)≥ aF(D ) 
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而由定理 4知 aF(D)< 口 (口’)，矛盾! 

这说明(。‘， ， ( )的有效解。 

证毕 

定理 6(逆对偶) 设(A‘，a‘，̂’)是( )的可行解 ，若 F是严格凸集函数，并且存在 

(P)的可行解 口‘使 a’ (o’)≤ a‘，(A‘)，则 o‘一^‘，且 o’是(P)的有效解 ，同时(A’， 
’

， ’)也是(D )的有效解。 

证 先证 口‘一^。，假若 口 ≠ ^’，根据定理 4得 口 ，(口’)> 口’ (̂ ’) 

这与已知条件矛盾 ，因此 0‘一 A‘ 

又由定理 4和 已知条件可得 or F(口)> a (o )， V o∈ ，口≠ o‘ 

若 口‘不是(P)的有效解 ，则存在 ∈ 使得 F( )≤ g(D‘) 且 F(口，)≠ (o‘) 

于是 得 a’F( )≤ a’F(口’) 

这与上面推导结果矛盾。故 口。是 (P)的有效解。 

最后证明(A‘，a’， )是( )的可行解，若不然 ，则存在 ( )的可行解(A，a，̂)使 

F(A )≤ F(A)，且等号不成立。 

显然 ^≠ ^’ 

而 口。是(P)的可行解，由定理 4知 F(A)一F(A’)一 F(A)一 F(D )< 0 

矛盾 !这说明(A‘，a‘，̂’)是( )的有效解。 

证毕 
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