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广l摘 要 应用 F
。ur衙 级数理论研究 n阶常系数线性中立塑方程的强迫振动 ，得到了保 

证存在唯一周期解 的充分 必要条件，并由此得到若干简便的判别法剜。本文改进和推广了文 

[13]的结果。 
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ABSTRACT In ttIis paper，we make an attempt to study forced vi~ ations of the nth-order 

linear neuO~d delay differential equations with real constant“椭 cien ．Sufficient and necessary 

co nditions of the existence and uniquene~ of periodic solu~ons for the equa tions are obtained by use 

of theory of FourMr series．Purthmore．some brief and practical crifiria are given． 

KEYW ORDS neutral delay differential equa tions} 
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0 引 言 

equation}th eory of 

讨论时滞方程周期解的文献已经不少(例如[1～l5])，但是其中讨论具有强迫项的时滞 

方程振动性的文章相对说来要少得多。对于定常线性时滞方程[12]E14]中作出讨论，周期解 

存在的充要条件归结为一个超越方程有纯虚根，使用起来也不够方便。[13]讨论了具强迫项 

的二阶常系数线性中立型方程 

d ( )／d产+ dldz(t)／dt+ d2z( )+ 棚 ( 一 矗)／dt 

+ cldz(／一 )̂／dt+ c2z(t一 )̂一 ，( )， (1) 

其中C ，q( — l，2)是常数，时滞 ≥̂ 0，，( )的 Fourier展开式为 
*  ． 

，( )= + ∑(kc。s， + Sin )． (2) 
～  

文[133得到以下定理 ： 
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定理 设 lcl< 1／Z，则(1)存在以2 为周期的连续可微周期解的充分必要条件是对一 

切自然数 ，如下代数方程 

(如 + 毋)毛 = t， ，(目)毛 + (≈) ．= 毛， 一 (目)毛 + ，“)厶一 矗 (3) 

关于 ，k，L有解 ，这里 

(*)= 一 * (1+ ee~ h)+ ~1．C15in + c0s + 啦 
(-)= ≈ n柚 + ≈(cIc彻 ^+ )一 sin柚。 (4) 

作者曾经讨论 3阶、4阶常系数线性时滞方程无条件稳定的代数判定(例如[17一l9])， 

本文藉助于[13]的方法，进一步讨论三阶常系数线性中立型方程的强迫振动，得到类似的 

结果．由于证明过程的改进，对带最高阶时滞项系数 的限制放宽为 J引 <1，同时能进一步 

推广对 阶常系数线性中立型方程的强迫振动，给出相应的定理和简便的周期解存在的充 

分判别法则。因此本文改进和推广了文[13]的结果。 

1 三阶常系数线性中立型方程的强迫振动 

1．1 定理 

考虑具有强迫项的三阶常系数线性中立型方程 

d (￡)／dt。+ dJd2 (￡)／d + a~lx(t)／dt+ d3 (￡)+ 甜 z( ～ )̂／出。 

+ cld (i一 )̂／d + c~lx(t一 )̂／df+ c~x(t一 )̂= (￡)， (5) 

其中c， ，c．(i= 1．2，3)为常数 ，时滞 ≥̂ 0，，(￡)是以2 为周期的连续可敬函数，其Four~ 展 

开式如 (2)． 

定理 设0< lcl< 1，则(5)存在以2n为周期的连续可敬周期解的充要条件是对一切 

自然觳 *，下列代数方程组 

(∞ + 。，)6。= k， p(H)k + g(*)L= k， 一 g(≈)k + P(矗)L= 五 (6) 

关于 k， ，L有解 ，其中 

(n)一 一 (穗|n ) 一 (山 + cIcos，l̂) + ( n )≈+ (嘶 + c3。蕊≈̂ )． 
⋯  

叮(*)一 一 (1+ ∞蝴 )̂ + (clsin“)n + (啦 + c2c。s )n一 sinĤ． 

证 必要性 设 (￡)是方程(5)的以2 为周期的连续可微周期解 ，其 Fourier展开式 

为 (E)=k+∑ (ko 耐+L宴in ) (8) 
●。 l 

由(8)计算出 血(￡)／出及d。 (￡)／ 代八方程(5)可得 

(曲+c3)乩+∑[(P(n) +口(n)1．)∞s +(一 (n)6．+ (≈)f．)sinn￡] 
●‘ l 

∞  
‘  

一  + ( ．c ￡+ ~sinnt) (9) 
●。 】 

比较(9)两端系数便得到代数方程组(6)，此即表明对一切 自然数 n，(6)应当关于 6⋯b，1．有 

解 ，必要性得证 。 ～ 

充分性 设(6)关于 k，“，1．(对一切自然数 n)有解，于是可以构造如下三个三角级数 

b。+∑(6．c咖￡+／,sin棚， ∑(一 Isi + s )， ∑(一n。b,c~nt—n 厶sin )· 
_。 I ． ●‘ l 

(10) 
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我们证明(10)绝对收敛和一致收敛·从而得到(5)的以 2 为周期的连续可徽周期解为(8)． 

事实上 ，由 0< < l，便有 

I g( )l≥ (1一 )n 一 l c 一 (1 ：I+ I I)n— I c l一+ o。 (*一+ o。)， 

2 故得 n：／I g(n)l= 0 o 
。 
巷 一0． “ 

因此对任给正数M，必存在充分■的自然数N，当 ≥Ⅳ时有 

< 2， R：／I J< M／2． ( t 口．
≈J 一 

由(6)的解 

6- (，(帆 一 g( )d-)／(矿( )+ ))， (13) 

‘一 (g(8) + v(I) )／( (n)+ 00)， 

可得以下不等式 ：当 > N时 

(1 6．1+ l 1)≤ (1 6．1+ l叮-1)(1kl+ I 1)／( (n)+ 00) 

≤(n Ip(≈)I／矿(n)+ ／I q(n)1)(i k．I+ ⋯ ) (1 d) 

< (1 I+ I I)≤ M + (I≈kl：+ l I z)
． 

Rk，H ．是，( )的Fourier系数，由Parseval公式E16]可得 
-  

∑(1吨I：+l I )≤l／Ⅱl(，(t)2at<+o。 (m．一N，N+1，⋯)． (15) 
‘ 

(15)表明∑(I kl +I l )收敛，又∑(1／2a：~)收敛，故=∑* (1 6．I+It．I)收敛，再由 

l＆。c0sn + sin ≤ l I+ I I≤ n (16_I+ ILI) 

1吨sin≈ + R oos叠 l≤ ≈(I l+ l J)≤ n ( + ) 

。 + ≈ ‘sin训 ≤ Il(16_I+ ) 

放知(10)所表示的三个三角级数都是绝对收敛和一致收敛的，从而可以验证(8)所表示的 

级数是方程(5)的以 2 为周期的连续可徽的周期解。证毕。 

1．2 料别法则 由 1．1段的定理可得 

法则 l 设 0< < 1．则(5)存在唯一的以2 为周期的连续可徽周期解的充要条件 

是： m+q≠ 0． 矿(H)+ (R)≠ 0 (R— 1．2'．．·) (16) 

注；法则 l需要对一切自然数 n检查(16)成立 若令 

‘
一 (1c I+ v厂1 + 3(1一 l口I)(1mI+ l c：I))／3(1一 l cI) (17) 

并记 ’]为表示不超过 ’̂的最大正整数，则有以下 

法则 2 设 0< l cI<l，则(5)存在唯一魄越 2 为周期的连续可微周期解的充要条件 

是 ； 

+如≠ 0， (H)+旷( )≠ 0 (H=l，2．．．·．[̂一])， (18) 

其中 一]是不超过 一 的正整数 ，̂一 是方程 

(1一 l cI) — 1 l 一 (1啦l+ I 1) 一 l旬l一0 

的正实根。 

证 因为当 0< lcl< l时， 
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I宴(-)I≥ (1一 Ic1) 一 I吼I 一 (I I+ I Ih — I I— +o。 (-— +oo)．(19) 

令 (̂)= (1一 IcI) 一 I吼I 一 (I I+ I I) 一 I I (20) 

方程 (̂)= 0在(0，+ o。)具有唯一正实根 ，从而 P(̂)在 =̂ 时取极小值。P(̂)在 

(0，̂。)单调减少，而在( ，+co )单调增加 ，叉因P(0)一一 IcaI≤ 0，因此方程 P(̂)= 0在 

(0，+oo)具有唯一正实根 一̂ ≥ 。̂．因此，在( 。，+o。)内，口(-)≠ 0，从而只需验证当 

= l，2，．．·，[ -]时，(18)成立。 ·  

法则 3 设 0< < l，则当 

嘶 + a≠ 0， 

3 

啦I+IcI-I-∑ <l (21) 
i-- l 

时(5)存在以 2 为周期的连续可徽周期解。 
’ 

3 

证 因，(0)=一 IC"3I≤0，当 P(I)一l— IcI一 ：IqI— I啦I>0 
‘- l 

时便有 (̂)= 0的唯一正实根 一̂ < l，由法则 2，即知法则 3成立。 

侧 考虑中立型方程 

d。 (‘)／dt 一 5dzz(~)／d + i／4d*(O ／dt+ i／4x(t)+ l／8d “一 )̂／d 

— l／8d z(1一 )̂／d + l／8出(1一 )̂／df+ i／4z(t一 )̂= sirI (22) 

方程(22)的系数满足法则 3的条件 ，故一定存在以 2 为周期的连续可徽周期解。 

2 N阶线性常系数 中立型方程的强迫振动 

2．I 定理 

考虑带强迫项的 -阶线性常系数中立型方程 

∑[“ 一。 (t)／df一‘q-cLd‘。一‘ z(t一 ／dZ"一‘]=J(O (23) 

其中a．≠ 0，ai，q( =0，l，2，⋯，-)是常数，时滞 ≥̂ 0，强迫项 f(O是 一次连续可徽的以2 

为周期的函数，其 Fottrkr展开式为 
+ ∞  

，(‘)= +∑ (k。∞州+d．sinmt) (24) 
-。 l 

定理 设 I‰I< I I，则(23)存在唯一的以 2 为周期的连续可徽周期解的充耍条件 

是下面的代数方程 

(氐 -b )b0= k， (，I1)k -b宴(，I1) = k， 一 口(珥)k + ，(m) = (25) 

对一切正整数 m关于 ，k，0有解，其中 

re(m)=∑[d舯 一 ) ／2+ 。os( 一 一 ) ／2)]m_～， 
i-- O 

口(m)=∑[d in(#一i) 2一C~n(mk一 一 )Ⅱ／2)] _。． 
i-- O 

证 必要性与 1．1段定理的证明类似，从略。 

充分性 设方程(25)对一切自然数 ，I1．关于 b0 ．，f．有解，便可构造如下 一个三角级数 

+∑(~cosng+f-sin ) 
-。 J 
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+∑[t，1．o∞(m + ／2)+m't,．sin(m~+iⅡ／2)( —l，2，⋯，-一1)． (26) 

我们证明(25)所表示的级数绝对收敛且一致收敛． 

当 t一 2sO为自然数)时， 

，(m)一 (一 1)‘(口i+ o∞ ) ． 

|- 

+∑ cos(-一i) ／2+ cos( 一(|一‘) ／2)] 一， 
。_ (27) 

g(m)一 (一 1) 一 (sinmk)mz" 

|- 

+∑[4 n(-一i)~／2一c~m(mk一(|一 )Ⅱ／2)] ‘． 

当 I c．1< I I时， 

IP(m)I≥ (1‰I— I c．I) 

一 ∑[ I(1+(一1)’)／2+l c‘I] 一+oo(m一+o。) 
1 

从而 Hm 珥卜‘／I (m)I= 0， 壮m m“一 Ig(珥)I／，l(t，1)= 0． 

当 t= 25+ 1时 ， 

，(m)= (一 1) (slnmk) + 

(28) 

(29) 

+∑D,cos(-一i),r／2+c,~os(mk一(I— ) ／2)] l1． 一， (3o) 

g(m)=(一1)．[ + B ]" ¨ 

+∑r~sin(-一i)~／2一c,~Lq(mk一(I—i)Ⅱ／2)]"一| ． ，(31) 
●_ i 

当 Iql≤ I I时， 

Ig(m)I≥ (I I— I c．I)m-+ 

嘶l(1+ (一 1) )／2+ IqI]" ¨-‘ +∞ (埘 +∞)． (32) 

从而有 

lirn m“／Ig(m)l； 0， lim m“l，(m)I／ (m)一 o． (33) 

故不论 t为奇数或偶数，对正数 村 总存在 Ⅳ，当 m> Ⅳ时， 

-1(Ikl+ I‘II)≤m。_ ／( (珥)+ (珥))(IP(珥)l+ Ig(m)I)(IkI+ l I) 

<村(IkI+ l I)≤ mr／(2m )+ mr(I嘛 l + If I ) (当m> Ⅳ) 

(34) 

利用ParseveJ不等式[J6]可证 
∞  

∑(1mk +I I ) (35) 
■_ ● 

收敛，从而 

∑ 一 ( + ) 
- ’ ● 

收敛，由此可知(26)所表示的 个三角级数绝对收敛乒一致收敛，不难直接验证 

2( )一轧+∑(k∞咖 +‘Isin州) 
-_ 1 

(36) 

(37) 

[  ∑ 

一 
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是(23)的以 2n为周期的连续可微周期解。证毕。 

当 m= 2时，本定理即是文[13]的结果，怛是对 一 Co／aa的限制已放宽为 l l< 1． 

2．2 判别法则 

由上述定理可得 下充分判别法则 

法则 l 设 l l< l a。l，则(23)存在唯一的以 2 为周期的连续可微周期解的充要条件 

是 + c．≠ 0， ，(m)+矿(坍)≠ 0， (蝌一 l，2’．．·) (38) 

法则 2 设 lql< l a。l，m+ ≠ O，若方程 
● 

( )：(1％l—fc．1) 一∑[1Ⅱ．1(1+(--1)’)／2+l 1] =0 (39) 

的唯一正根 ‘̂，使得 矿(m)+ (m)≠ 0，(m— l，2，一，n‘]) (4O) 

成立，则方程(23)存在以 2 为周期的连续周期解。 

法则 3 设 l l< l a．1， + ≠0，若下列不每式 

[ l(1+ (一 1)‘)／2+ lq1]< l‰l— l j (41) 
●。 J 

成立，则方程(23)存在以 2 为周期的连续可微周期解， 

在本文中 ，若 ，(f)是以 2 为周期的连续可微函数 ，可作完全类似的讨论． 
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