
】995年 】月 

第 】8巷第 】期 

重庄大学学报 (自然科学版) 
Journal of Chongqlng U niversity(Natural Science Edition) 

Vo【_】8．№ ．I 

】an．1995 

；1／ 

。 关于 Banach空间中Schauder 

分解序列的特征指标 TG( )—— (Ⅱ)‘ 

On the Characteristic Index％( )of Schauder 

Decomposed Sequence in Banach Space— — (Ⅱ) 

强
．  门7，乙 

Fu Qiang L 。 ／ 

(重庆大学系统工程及应用敦学系，重庆，630044) 

A 
摘 要 讨论了作者得到的关于特征指标 rc(V)与空问分解定理的若干条件及相关性 

质 ．给出了Schauder分解序硎相应的坐标射彩算子可扩充刊垒空问的充要条件 。 
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ABSTRACT Some conditions and the related properies of theorem of characteristic ir】dex r。 

(V)and space decompc~ction which the author obtained are discussed in this pa per．The sufficient 

and necessary condition that the associated sequence of coordinate projce~ons of schauaer deeom— 

posed Sequence can be extend ed to total spa ce is given· 

KEYW ORDS characteristic dex ro(V)；schauder decomposed sequence；coordiate projee— 

tion；schauder decomposed sequence 

在[1]中，作者讨论了 r。( )> 0与空间分解的相互关系，[1]定理 5所罗列的条件是有 

趣的，本文对这些条件作细致的讨论。 

定义 1 Banach空间 的 Schauder分解序列{ )称为收缩型 Schauder分解序列，如果 

[ ([ ]’)]= [ G1]。． 

定义 2 对偶 Banach空间置。中子空间序列{n)称为置。中的一个 "。一Schauder分解序列，如 

果{ )为[ ]的一个”’-Schauder分解。这种分解是基于 (置。，置)拓扑的，[ ]表示由 
⋯  ⋯  

{ }张成的 。的 (置。，日)一闭线性子空间，它与[ ]的 (冒。， )一闭包是一致的。 
⋯  

由定理2易得{ )为[ ]的”。一Schauder分解的充要条件是v，∈[ ]，有，一 
t一 1 0一 i 

埘·一tim∑批(，)，此处碱∈L( ‘， 。)，撕在耳。上是埘。连续的。 
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定理 l 假设同 [1]定理 5，以下 (1)r(2)一可 导 出[1]定理 5(1)一(14)．它 们与 

(1)～ (14)等价的充要条件是{ }为收缩型的 Schauder分解序列。 

(1)r对v，∈ +∑ ．。(，)收敛； 

(2) 目 一 [U 0。] 0 [Ⅳ (目’)] 

证 明 (2) (3)显 然 ，因 为 目’一 [f=，0。] 0 [U ( ’)]，从 而 [U 0。]上。+’ 

[U ( ’)]为闭的。 

(1)，甘 (幻，是[1]定理 3的结论。 

若{0．}为 的一个收缩型Sehauder分解序列，则V ∈[Ue．3’，有∑ ( )收敛于 ． 

如果[1]定理 5(3)成立．则[U ]上+ [U ( )]在 中为闭．注意 P= {，∈ 

’I，I[ ]∈[u ([u ]’)]}[ ．由收缩的定义[U ．] 一[U ([ 0。] ]，从而 刀’ 

P．由[1]定理 5(3)，有P一[U ]上0 [U ( )]，故(2)r成立。 

反过来，如果(1) 或(2) 成立，则V，∈目’，∑ (，)收敛，由(4)，限制映射 ；，一 

fl c ；~ ，为同构，从而V ∈[里 ] ，有： ( 收敛于 ，这表明[ ]’一 
[U ([ ])‘]为收缩型的 Sehauder分解序列。 证毕 

由定理 l，我们便得到了Sehauder分解序列为收缩的一系列充要条件，实际上 ，这一定理 

给出了 Sehauder分解序列为收缩型的若干判别准则。 

定理 2 设{氓， )为 日的任一广义双正交系， ∈ L(B，日)，H— 1．2，3 ·．如果{ )为 
一

个 Sehauder分解序列 ，则 由[1]定理 5的 (1)，(2)，(4)，(8)一(13)以及 前一 定理 的 

(1)r(2) 均可推出{ ( ‘))为[U (目 )]的一个 Schau~r分解。 

证明 如有(1)，则{” (口。)}≈ { ([UG。]。}． 

’ V ∈[I ([ 岛])，蚤 ( ]收敛于 ， ·V，∈[． ( )]· (，)敛于，· 
(d)明显地是古有结论。 

由[1]引理 2(2)甘(4)，故(2)亦然。 

若有(8)，(9)或定理 1(1)r，则 sup If ll<+ o。，由(2){ (日’)}为[ ” (日 )]的 

Sehauder分解。 

最后，若有(12)(13)及(2)r．则存在一个典则同构映射 ，使得 ，望 日‘／[U暖]一； 

∞  ●l ●2 

[U ] ，该同构由，一，+ [U ] 一，l ；。 表之 ， 一 №正好是限制映射，从而有(4)． 

证 毕 

定理 3 ’中每一个满足 ’： [U G．]上0 ／-的子空间 ，必含有闭线性子空间 B一 {， 

- 
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∈ ‘If一 (，))3 [
。 

)](此处 为[ ]定理 所指，∑ 表示求和是 ( ， 

)拓扑意义下的)。 
● 

证明 如果，∈曰，则对[1]定理5证明中定义的射影 ，有 (，)一 一lim∑ ．。(，) 
●
⋯ l 

一 ∑ (，)一，，故，∈ ( ‘)一 ，从而B c T． 

现证 B为闭的， )c B，，∈ B ，ll 一 ，ll一 0(n— oo)，由[13定理 5(8)， 

l (，)0)一 ，0)l 

≤ l ( )0)一 (喜‘)“)I+ l ( )“)一 “)l+ I (z)一 ，0)l 

≤ sup ll ll·_l，一 ll-ll ll+ l ( )0)一 0)l+ Il，一 ll-_l z_l 

V e> 0，取 ，使得 _l，一 _l< 2(1+ sup I1 II)11 

取 。一 ( )，使得 l (，)( )一 ( )l< 8／2 ( ≥ 忙0) 

故当n≥ 时，有l (，)(z)一，( )I< ，从而，一∑ (，)，，∈口，故B为闭。 

显然B c[ 冒-)]，由w-~chander分解序列的定义，B一[ -)]的充要条霹 

是{ ( ))为 W -Schander分解序列。 

定理 4 设 曰为 Banach空间，{GIm )为一具广义双正交系，{G_)为一 Schander分解序 

列，co~m[U ]<+ O0，则 

(1) 
．
：([U

． 

(曰‘)])> 0 

(2)如下等价 

(口){ ( ))≈ { ([U GI]‘)) 

( )[UG．] n [U (口 )]= {0) 

(。){ ( ))为一 Schander分解序列。 

证 明 (2)(8)一 (c)源于定理 1，(c)一 (b)显然。如有(b)，刚因c。d [u GI] <+ Oo， 

故 [U GI]上+ [U ( )]在 B 中 闭，由[13定 理 5(4)，限 制映 射 ”：，一 ，l[ 为 

[u ( ‘)]到[u GI] 的一个同构 ，从而有{ (曰 ))≈ { ([uE] ))，(6)一 (d)． 

(1) 如 果 [UG。]一n [U ( )] = {0}， 则 由 (2)(。) 及 [1] 定 理 5(5)， 

； ([U
． 

(曰 )])> 0． 

如果 [u GI] n [U (曰 )]≠ {0)， d ([UG．]上n [U (曰 )]≤ dim([UG。]上) 

<+ o。，所 以有 [Ⅳ (丑‘)]的 子空 间 z，使得 [u” (丑 )]一 0 ([u ] n 
⋯  ⋯  ⋯  

[ 
。 ( ‘)]，令巩_f三 一似，-一l，2，3，⋯，则[。 似([． G·]’)]n[。 G·] c r n 
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[ Gt]上： rn ([ G|] n [ ( ‘)]) 
● 1 ● 1 ●。 l 

n三‘](I。 ( ‘)])>0- 

{0}，故 rr
．
i．oj(E． 。 (Ev G·]’))>0，从而 

证毕 

定理 5 设 届为 ]~tnach空间，懈．m )为广义双正交序列， ．∈ L(E， )，≈； 1，2，3．--·， 

{G。)为 Schander分解序列，其相应的坐标射影算子列{似)一 I【 
．
]}，则如下等价： 

(1)[ G。]+[ (届。)]上在居中是闭的， 

(2){ (GI)}为schander分解序列，且{ (GI)}≈ {G_)，此处 为 到e／[ ( )]上的 

典则映射， 

(3)r【 ([ ‘)])> 0 

(4) ([ GI] )+ [ ( 。)] 在 西一 中闭， 

(5)[ ]到 ‘)]上的典则映射为一同构映射。 

证明 ．．．{G．}为 的 Schander分解序列，则 V ∈ [ G。]n [ ( )]上，有 = 

∑“0)，但 )；0，n—l，2，3，⋯，故 一0，所以[ G。]n[ (曰-)]上={0}． 
- 1 一  ⋯  

假设有(1)，由闭图像定理，由[ G．]0 [ (曰‘)丁_刊[ GI]的自然射影是连续的， 

因而有界，故j > 0，使得 ≤ 十，ll ∈ [ G。]， ∈[ (耳‘)]上)，从而 Il lJ 

≤ inf Il + I1一cl}山( )ll≤ cll lI (*) 
，∈ 1

．
： ’ ]上 

则(*)式可见，山I[菩 为一同构 ，故必有{ (G。))≈ {G。)，这正好是(2)． 

如果有(2)， I[苫 ]为一同构，故j >0，使得专f1 ll≤ll∞( ) ≤ Il ，这表明 

由[ 
． 

]+ [U
． 

(耳’)]．到[盯
．

G。]的 自然射影是连续的，因此[UG。]+ [ (耳’)] 必 

在 中为闭，(1)成立。 

注意 inf l1#+ 州 一 sup ( ∈ ＼[u ( ‘)] )(**)，由(*)式与 
， f

。!。 c·’ ] ，e( ‘ ，’ ’ ‘ 
I，I‘1 

(**)式，有(1)甘(3)． 

至于(3)甘(4)甘(5)证明与Eli定理 5类似。 证毕 

下面一个结果与对偶 Banach空间 ‘的 W‘一Schauder分解序列有关。 

引理 1 设 置为 Banach空间，{G．， )为广义双正交系，m为 到 e／[ (曰。)]上的典 

则映射，则{m(G。))在 [ (耳‘)]上为完备的充要条件是[ GI]+[ ( 。)]』在 中 

稠密。 

证明 如果{ (G。)}在 e／E (耳‘)]上中完备 ，则[ ∞(G。)]一 e／[U ( ’)]一，V 
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∈ 曰，oJ(x)∈ [U (G。)]．V > 0，了 ， ，⋯ ．z．， ∈G — l-2，⋯，仇，使得 
● l 

II ( )一m(∑ -)It< ／2 
l 1 

从而 II m(z一∑z。)II< ／2，由 ∞( )l{的定义，取 ∈[U ( ’)]一，使得 ll 
_  ∞  ∞  

+ II≤ II∞(z一 )II+ ／2< e，这表明[ U GI]+ E
,

v
。 
( ’)]一在 中稠密· 

一 因曰=[
． 。G·]+[． 。 ( )]上，令 ： —z+[ ( ’)] ，则曰／[⋯u v (刀。)]一 

[Um(G．)]． 

证毕 

定理 6 刀为Banach空间，{GI， }为一个广义双正交系．{G_)c ，仇∈L(刀·刀) l- 

2，3．．．·，{GI)i~Schauder分解序列，且相应的坐标射影算子为 弘一 l[ 。．]n= l，2，3．．．’，如 

下等价 

(1){ ( ‘))为 w*一Sel~uder分解序列，且有{ ( ‘))≈ { ([ ．] )}
_

v a 

(2)v z∈ ，∑“( )收敛， 
t 】 

(3) 一 [U GI]0 [U (曰。)]一， 

(4) ·： [ 。，]一0 [ t)]， 
● l ● 1 

(5)口t·一 [ GI] 0 [ ·)] ： ([ G．])0 [ -)] ， 
● - ⋯  ⋯  ⋯  

(6){ (G_)}为 ／[ 。 ( ‘)]上上的一个 Scha~ler分解，且{ (GI))≈ {G．}，m为 曰到 

／[U ( )]上的典则映射。 

以下(d)( )可以推出(1)～ (6)， 

(d)v ∈ 一，∑ ( )收敛， 
● l 

(6)曰。‘= 汀([u GI])0 [U” (曰 )] 

证明 ’ {GI)为 ~ ndet分解序列，．．．[ 0．]n [U (曰 )]一一 {O}，若有(1)，则由[2]易 

证{m(GI)}为 ／[U (曰’)] 的一个Schaudet分解 ，由引理 l， 一[U G|]+ [u (曰。)] ， 
● l ⋯  ⋯  

又 由 [1]定 理 5(1)一 (1 5)，[ G．]+ [U (置‘)] 在 曰中 闭，故 曰一 [U GI]0 

[Ⅳ ( 。)]一，这是(3) 

(2)苷(3)，(1)苷(2)是[1]定理 4的直接推论，(3)一 (4)一 (5)，显然，(5)一 (4)一 (3) 

由[1]引理 1立得。 
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现有(3)． 一 [U ]0 [U ( )]上．则 

e／[U (口 )]≈[U ]，因此{m(G．))为 e／[U ( )] 的一个Schauder分解，同样 

由 [2]， { ( ‘))为 w。一Schauder分 解 序 列 ． 由 (3)甘(2)及 (2)，V ∈ ． 有 
一 ! 

0 (z) <+ o。·由[1]定理 5必有{ ( )} { (1
． 

]‘}·这正好为(1)· 

同样，若有(3)，重复前面的讨论，有(3)一 (6)；若有(6)，则 lf三 为[． ．G．]到 

，[U
． 

( )]上的一个同构，从而(mI[； ) 正好是由 到[U ]的一个射影，伴随有 
⋯  ’ 1 ⋯  

[U (口‘)]上，从而(3)成立。 

由(4)，V ∈ 一，∑ 。( )收敛．将口嵌入到 ～．则有(2)成立。 证毕 
_。 - 

定理 7 设{ ，似}为一个 Sehauder分解序列 ，似 ∈ ([U ]，[U ])̂ 一 1．2，3'．．·， 

存在具有下列性质的 ∈L( ，口)的充要条件是[uo．3在 B中是补的， 满足： 

(1) 为 似在 口上的延拓 ． 

(2){ (口‘)}为 w’一~．handcr分解序列， 

(3){ (s‘))一 ([uG．]‘)) 

证明 若有满足(1)．(2)，(3)的 “存在，则由定理 6(3)知[UG．]在 中是补的。 

现设[U ]在口中补，则有，，使得 =，0 [UG．]，固体∈ ([U ]，[U ])，R—l， 

2．3，⋯，令 似(z)一 ( 十 )，z∈ [ ]， ∈ ，则似． }为一广义双正交系，且 ，一 

{zl (z)=0，_一1，2．3．-．·}，从而[U ( )] =，，故有 =[U ]0 [U ( 。)]．，由 

定理 6结论成立 。 证毕 

定理 7是本文的一个最重要的结果，由它可得如下推论．它表明不满足[1]定理 5和定 

理 7的 sdIarlder分解序列是存在的。 

定理 8 设 为 l~aeh空间，{ ， )为一 Sehander分解序列，似 ∈ L([U ]，[U ]) 

l，2，3’．_一[ Va一]在 中不补，则不存在 ∈L(E， )，满足 ·lI三 一体R—l·2·3，⋯， 

{ 佃 ))≈ { ([ G．])。)，{ ( 。))为 w 一Seha~er分解序列。 
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