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A摘要针对人体肌骨软组织小变形的线性双相模型，采用Gak kiI1加权残值法导出 
了求解相应线性问题 的混合有限元公式， 出了相应系统方程的迭代求解格式·对软组织约 

束受压问题的有限元分析 ，得到与其理论解一致的结果 。 
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AB rRACT ．rhe behRv_帕r of soft tisSILI~~of human musculoskeletal system can be described 

with the biphasic model based On a co[1tinugm th eor y of mixtu This p~per，usinS Galerkin weight— 

od ~esidua1 method．obtains a mixed finlie elemerit formulation for the linear hi,basic mod el of  small 

deformation，and，in ttlrtt，give~out the iterative scheme solving the system equations． resuRs of 

numerical analysis for the constrained compression problem a∞ consistent with th ose obtained by 

theory，which 珊 II啦ra怔s the correctness and f曲  bimy of th e derived m~xed finite element form ula— 

tion．Concludthgly，this formulation provides an effective meal's of numerical analysis for the motion 

rriec[~nism of human articulating joints． 

KEYW ORDS soft tissue；linear biphaslc theory}weishted residual method }flare element 

method 

O 前 言 

软组织在人体肌骨系统许多关节中的受力特性方面起着十分重要的作用。例如，人体的 

膝、肩及股关节表面的软骨，对这些关节各部分之间的近乎无摩擦的现象起着关键的作用。 

又如人体脊椎 问盘也是一软组织结构，它位于相对较硬的脊椎之间，使其脊柱具有很大的柔 

性和承载能力．为了理解这些关节的运动 ，必须建立准确的模型，以描述这些关节的运动。有 

了 这些模型，就可以研究关节异常反应 的一些重要问题 ，进而为病状的处理提供可行的方 

案． 

一 个能全面描述关节行为的模型，无疑极其复杂．Mow等人⋯ 在混合物理论的基础上 
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建立了双相模型，又称 KLM双相模型。该模型将如象关节软骨和椎间盘这样的软组织视为 
一 两相不可混合且不可压缩的双相介质 ：一个代表骨胶原和蛋白聚糖的弹性固相和另一个 

代表其间流体的非粘性流体相。与实验结果比较 ，KLM双相模型能准确描述关节软骨的变 

形和应力场 。基于此模型，文[4]提出了一种罚有限元公式，其将压力 视为一独立变量， 

在控制方程中将其消去，从而在导 出的有限元公式中不含变量 。本文则保留压力 ．由 

Oalerkin加权残值法导出了一种基于变量 u-?的混 合有限元公式，给出了相应方程的选代求 

解格式，对约束受压问题进行了有限元分析，得到与文[1]一致的结果。 

1 线性双相理论控制方程 

基于线性双相理论假设，软组织的两相介质具有不可混合性和不可压缩性，且两相均在 

小变形范围内。该理论视流体为无粘性介质，而粘性效应则 由扩散动量交换方程计入，这种 

效应与流体相和固体相间的相对速度成正比。即流体的粘性与流体和固体问的粘性作用相 

比可以忽略。这里进一步假设，忽略惯性作用，固体及流体含量不随时间变化 ，固相为各向同 

性线弹性升质。 

对于一给定的区域 ，设其边界为 ，。线性双相理论的控制方程为【 ： 

连续方程 ( + )．．一 0 (1) 

动量方程 

固体为 昨． + 一 O (2) 

流体为 畦． + 盯f 0 (3) 

本构方程 

固体为 吒 一一 屯 + 如 + 2 曲 (4) 

流体为 =一 面 (5) 

扩散动量交换方程 
一 一 ，玎 一 ( 一 ) (6) 

式 中上标8代表固体相 ，，代表流体相 ， =vJ／v为空穴率， 一v'／v为固体含量。 和 间 

有关系： 

+ 一 l (7) 

“为速度张量，tTbj为应力张量，，7‘为两相间的扩散交换 ． 为压力， ， 为固相 的弹性 

Lame常数，面为应变张量，e 为体积膨胀量 ， 为扩散阻尼系数，在缓慢运动情况下，其与渗 

透率 I有如下关系is] 

K 一 ( ) ／k (8) 

边界条件为 ： ’ 。 

” = 在 ·上 (94) 

一  在 上 (96) 

目一 在 n 上 (9c) 

一 P 一 ．在 n 上 (9 ) 

这里 为固相位移分量， ，g分别为作用在固体和流体相上的力m 为，的外法线方向， ， 

i．， 分别为位移、速度、外力和压力的边值，n ， r，n，n 则为其相应的边界。 
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方程(1)～ (9)即构成求解人体软组织小变形线性问题的场方程及边界条件。 

2 混合有限元公式的推导 

采用 Galerkin加权残值法推导有限元公式．选择(9a)和( )为强制满足的边界条件， 

(9c)和(9d)为自然边界条件。设 ， ， ，确分别为固体和流体动量方程及 自然边界条件的 

权函数， 为连续方程(1)的权函数，其为一标量函数。则相应的加权残值表达式为： 

J [昨· + ( 一 )] +J r一面∽～ )dr 

+l科[ ．，+ ( 一 )]d +』 ( ～ RId，+f ( EIf+ )-_a．r一。(10) 
利用 Guass定理有： 

J ．Jd 一一』 ．， a + ， ar 
一 一 』帆 州 + 舶r (11) 

』 ．，dP一一』d， dY+ ， (12) 
将(11)及(12)代入式(10)中可得： 

一 』嵋 d + d，+f (E，f一 )d 

+J ( 一 )dr 
一 』 ， dV+ P dr+』 ( ～ )d 

+J，， (，～；) Idr 

+』 ( + )．‘d 一0 (13) 
由于位移和速度边界条件为强制满足的边 界条件，故可使权函数 = 0(在 Fo．上)， = 

0(在 f 上)，且取 动 =一 ，耐 一一 科．将此条件及式(4)和(5)代入(13)可得： 

』峨[一 地，+肌 如+2 咕]d 
一 』 ( 一护．)d 一』，，姗d，+f缸，(一 ， )d 

一 』 ( 一~,)dv--』 ,<IF--』 ( + )． (14) 
此方程为(10)的弱形式，是有限元分析的基本方程。对区域 V进行离散化，则每一单元均满 

足方程(1 4)．现对单元的固体及流体的位移、速度及压力插值： 

u·； N￡I： t，= Ntl： 一 N ； N，p． (15) 
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上述插值函数 c。连续 ，足以使方程(1 d)中的所有积分有限。式中一代表单元 n中结点上的相 

应物理 量 。采用 Galerkin法 ，取 ： 

·= Nw： = Ⅳ f tI，= N ： (16) 

N 为插值函数列向量 ，其在单元间可以不连续 。I ：，wf、w：则为单元 n的任意系数 。 

单元应变分量及膨胀量可表达为 

C= 肌 ： (17) 

e：= “ ； LBu； (18) 

对于三维问题 ，L= [1 l 1 0 0 0] 应注意 c为工程应变列向量。将式(1 6)及(17)代 

人(14)中，并用矩阵表达 ，可得： 

I( (N ))：(一 N，P．J+ e j+ 2 )d 

r r 

— l(Nt ) K(N 一N'o1)dV—I (N删：) 一rdr 
七 J r- 

， ， 

+j N叫f))： 一 N，p- d -j N叫 ) ‘N叫一N d 
^ ， 

- j (N f) ，一J Nt ：) [ -( N + Ny：) ( 。 
●  

注意，这里的r为3×3阶应变矩阵。利用式(17)和(18)，可以证明 

( (N嘲：))：(一 N，p．j)； 一 ( ) (LB) N p． 

( (N ))：( 工)一 ( ) (Z'IFL LBtI：) 

( (NwI))：(2 )； 2r'(tl，：) 且rBll： 

· N = LB 

将 (2O)式代入(19)中可得； 

( ) (一 Cp．+ HII：一 A,A+ Au"一 ，：) 

+ ( {)’(一 cp．一 A + A 一 ， ) 

一 ( i) ( 日 + E )= 0 

这里 

A．=I NdV 
J 

a —l (gB) N,dV 
J 

^  ， 
、 

丑 l (LB) N。dV 
J 

矾 ”粕 L日+ BrDB) 

，： J cN'qdF 
一 

一 j(N i”d， 

(2∞ ) 

(206) 

(20c) 

(2 ) 

(21) 

(22) 
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式中 

由于权函数的任意性，得方程组： 

对区域 中所有单元求和，得系统方程 

M譬 + QX — F 

此处 ： 

J】If=  

重 = X — 

ll1 

ll l F =  

’J 

ll： 

u ．j 

’。 (23) 

(24) 

(25) 

这里 A、E、H、C、 、 、’、，．、，，为相应单元矩阵或向量的组集。对于线性问题，M 和 Q与时 

间无关。 

至此 ，导 出了软组织线性双相理论的混合有限元公式(24)。 

3 系统方程的求解 

这里 

为求解线性微分方程(24)，可将其分解为 

f A + H u+ Cp = F 

1 一 0 

一 『A —A] L
— A A J 

F 

前一 ：] 

[ 

e：『一 ] L
一  Cj 

既 ”=[：] 

(26) 

(27) 

们 ● 

0  0  0  0  1  0  

0  0  0  l  0  0  

0  0  2  0  0  0  

0  2  0  0  0  0  

一 

D  

+ 曰  

●  ●  

一九 

丸 

一 一 

一 

Q 

们 

A 

1 

—．．．．．．．L  
— 
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令 l⋯ 一￡．+ △l，则在任一时刻 ‘ 。(28)成立，即有； 

f A饥+lH“-+l+ G +l— F一一l 

l +。： 0 

采用梯形法 ，有 

“ 一 △￡[(1一 )饥 + +1]+ lI。 0≤ ≤ l 

将(29)代入(28)，整理后可得 ； 

r 矿  

L +△￡∞再 澉：=]=[ ． 

(28) 

(29) 

0 -I 

曰[△ (1一∞) +IIlj ‘。。 

结合边界初值条件 ，式(29)和 (30)即构成了方程(24)的迭代求解格式。式(29)中 m的不同 

取值 ，即构成隐式和显式求解方法。 

4 软组织约束受压问题 

文[1]对软组织约束受压问题进行了实验及 

理论分析，现用本文导出的混台有限元法计算分 

析该问题，以证明本方法的可行性和有效性。 

软组织约束受压问题，是将一柱状软组织试 

样置于一刚性约束腔内，该腔限制了试样侧面的 

径向运动及底部的轴向运动。通过置于试样顶部 

的副性多孔板施加外部作用。参见图 1． 

外部作用 
多孔 

* 

戳性约柬垃 

固 1 软组织约束受压同题 

该约束受压问题为一轴对称问题，其有限元计算模型如图 2所示。计算中采用 4节点四 

边形单元。几何参数为： 一6．35mm，̂= 1．78mm， 一0．17，物理参数为；I=0．76x10 ‘ 

m‘／Ns， 一 0 1 Ⅱ，a， 一 0．3 Ⅱ，a，外部作用(见图 2b)~o一 0．05，如一500 S． 

f 礁。砚 
．0．2̂ 

0．舶 

0．4̂  

一  

r 

，，t 詈 ， 一 n 

)有限元网格划分及边界条件 5)外部作用 

圈 2 戟组织约柬受压轴对称同题有限元计算模受 
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0． 

0． 

呈0． 
lo- 

兰 

图 3 离表面 0·04 h深处相对速度与时间的关系 图 4 ‘=300 s时压力在轴向的变化 

计算结果如图 3及图 4所示，利用本文导出的混台有限元法的计算结果与理论解⋯ 一 

致，证明了本文提出的方法的可行性和有效性。 

5 结 论 

本文针对人体肌骨软组织小变形线性双相模型，采用 Galerkin加权残值法，导出了求解该类 

问 题的混台有限元公式，给出了方程的迭代隶解 格式。对软组织约束受压问题的计算分析 

得到与理论解 一致的结果，证明了本方法的可行性和有效性 ，为人体关节运动机理的进 
一

步分析提供了基础，进而为病状处理方案提供依据。 
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