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ABSTRACT Electyornagnetic potentials and gauge transformation are derived for non—closed  

exterior differential forms with the help of relevant homology．Since de Rham co-homology is sure— 

ly a relavant homology．potentials for botll closed and non—closed forms and the gauge ~ansforma— 

tion can be unified  in terms of relavent homology． 
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0 引 言 

在 电磁场理论及计算中，常常引入位的概念，例如动态位 9-A[ ]；涡流场中的标量磁位 

0和向量电位 T 等等 位的引入均是利用了向量分析中的两个恒等式，即对标量函数 和 

向量函数 v，恒有 

× ( )； 0 

· ( × V)i  0 (1) 

用外微分式表示，(1)中的两个等式可以包含在 Poincare引理中，即对任意外微分式 ，有 

dwi  0 (2) 

式中，d为外微分算子。如果一外微分形式 ”为闭的，即 

dw ； 0 (3) 
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则依 Poincare引理之逆 ，局部地存在外微分式 ，使 

一 da (4) 

式中的 a可以理解为位函数。 

但是 ，如果 不是闭的，即式 (3)不成立，便不能由 Poincare引理之逆引入位。 

在电磁场理论中，还讨论规荡变换。例如，对动态位 中和 A，存在标量函数 ，令 
r 

I 一 一素 (5) 
l A—A+ 

则仍能得到相同的 E和 B．式(5)的得来仍然是利用恒等式 (1)。但从外微分式的角度看，由 

于 和 A不是闭的，我们无法直接由Poincare引理的逆引入规范变换式(5)。 

本文考察非闭外镦分式相关同调的概念，并由相关同调 出发一般性地建立位函数和规 

范变换．当外微分式作为电磁量时，可以得到动态位 A，标量磁位和向量电位 D-T以及规 

范变换式(5)． 

2 同调论的有关内容 

2．1 外微分式 

这里仅给出一些定义和结论，详细内容可参阅文献[3～ 5]． 

，次外微分式 对 n维流形中的局部坐标域，选取坐标基 

{ ， — l，2，⋯ ，4) 

则 ，次外微分式可以定义为 

=  ∑ ．I!Hl|血’-A dr"t A⋯A d (6) 
《 ’I<、< < ‘． 

式中， ．．．．为坐标基的实函数； 为整数且 0≤ ≤ ；“A 表示外积。 

外微分算子 d 对 -维澎形中的 形式 ，定义外微分算子 d为 

du’一 (d∞)A d ：A ⋯ ^ dz (7) 

《·】 <一<·．‘· 

式中 dw=f昙 +昙 +⋯+ 】 1̈． (8) 
注意·式中要对 -个而不是 个基坐标求 1．的偏导数。很显然，dw'是 + 1次外微分式。 

韫微分式 如果外微分式 满足 一 

dw'一 0 (9) 

则 叫做闭的。 

恰微分式 对 形式 ，如果存在 ，一 1次外微分式 ，使 
．  一 d 一 (1∞ 

则 叫做恰的。 

Poinor．re引理 对任意外微分式 ，恒有 

d(d )； 0 (11) 

可以证明，当 P一 0，1时，式(ii)等价于式(1)．由Poincare引理知道，恰微分式必是闭的。 

p0-nn 引理的逆 对闭微分式 ，局部地存在 a ，使 一 dd一，即闭微分式是局部 
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恰的 。 

注意 ，Poincare引理的逆仅局部成立 ，对整体区域一般不成立。 

2．2 De Rham上同调和相关同调 

外微分式的 DeRham上同调 ；对两个闭的 次外微分式 和 ，如果它们仅相差一个恰 

微分式 dAp ，即 

缸，一 or"一 dL"I1 (1 2) 

则称 缸，与 是 De Rham上同调的 。 

外锸分式的相关同调 ：对两个 次外微分式(不一定是闭的)缸，和 or"，如果式(12)仍然成 

立．则称 缸，和 是相关同调的。 

相关同调是 deRham上同调概念的推广。显然．de Rham上同调一定是相关同调的 ，反之 

不然。或者，相关同调的外微分式所具有的性质对 de Rham上同调的外微分式同样成立。 

进一步 ，当 缸，为恰微分式时．式(12)中的 or"为 0，即恰微分式 de Rham上同调(相关同 

调)于 0，表示成 

缸，一 0一d I1 或 =d (13) 

对式(12)两端求外微分并利用 Poincare引理 ．可以得到 

d缸，一 da" (1 ) 

即两个相关同调的外微分式的外微分相等 。 

2．1 Maxwell方程组 

在四维时空中选取局部坐标基 

{ 。．一，z ， } 

其中， 对应于时间．e(i— l，2，3)对应于空问。 

引入电场和磁场强度 l一形式 - 

耳 == Idz + 2dz + 一 

H — HIdz + H2dz 十 柑 

磁感应强度、电位移和电流密度 2一形式 

B— Bl2dz A dz + 岛sdz A dz。+ 岛】dz。A dz 

D— Dl2dz A dz + D2sdz A dz + B̈ dz。A dz 

d— dl：dz A dz + d2 A d,z-。+ d̈ dz’A dz 

以及电荷密度 3一形式 

pl23dz A d ^ dz。 

构造 2一形式 

F— dz。A F+ B 

G— dx0 A H + D 

和 3一形式 

，一 一 dz0 A d+ P 

则 Maxwell方程组可以表示成 

dF 一 0 

dG 一 ， 

d， 一 0 

(1 5) 

(1 6) 

(17) 
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由Poincare引理可知，式(1 7)是由式(16)两端求外微分得到的，或者说，式(16)蕴函式(17)。 

因此 ，可以将式(15)、(10)作为描述电磁场的基本方程。 

3 deRham上同调与动态位 A- 

本节将利用外微分式 de RI2alTI上同调的概念得到动态位。 

由式 (15)可知，2一形式 P是闭的，依照 Poincate引理的逆知道，P是局部恰当的，从而 P 

同调于 0，即存在 1一形式 使 

P= d̂  f18) 

设 =一 枷一+  ̂d一+ god￡ + d￡’ 

则依式(7)，取 t= 4，，= l，得 

— 一  。̂[(一 ago一券)a一+(一 一 )a +(一 一≥) ] 

+( 一a go J／ â +( 一 )  ̂+( 一 )a一̂ 
代入式(18)并依 P的定义可得 

I丑一争一 i一 ，s 1
岛 ： 一 ⋯  

n ∞  

引入向量 A= ( ，如，go) 

和标量 = 

则式 (19)可以表示成(注意 一一f) 

E = 一 V 一 d．ak 

B = V × A 

此郾动态位满足的关系式。因此 ， 即为四维时空中用外微分式表示的电磁场动态位。可见， 

从闭外微分式 的 de RI2alTI上同调可以导出动态位。 

4 相关同调与规范变换 

分析  ̂的同调性质。由于 一般不闭(除非 =0)，所以只能研究其相关 同调性质。设 

与 ‘相关同调，即存在 o_形式 ，使 

一 = d,k 

设 表示为 

= 一  。+ ld．z + 2dz + sd一 

而 

= 出。+ + 出 +器 
将上述三式整理得 
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一 (一矗+妻)d +( +薯)血 

+( ：+妻)d +( a+ )血。 
依 的定义，有 

i 一 a一嘉 

Î ．+耋 i—l’z’3 
引入向量 A·= ( ， ， ，) 

和标量 一Ⅳo 

则式(2O)可以表示成 

卜一 一 一 一警 

(20) 

式(21)即是规范变换．可见，由外微分式相关同调的概念，可以得到电磁场的规范变换。 

5 相关同调与向量电位 T和标量磁位 o 

(21) 

在三维涡流场 中，常用 T一口法隶解电磁场问题 。这里，我们用相关同调概念建立四维 

时空中的电磁位 f_a，当加入涡流场满足的条件时，可得到向量电位 T和标量磁位 

考察 2一形式 0的同调性质。由式(16)可知 ，0一般不闭，除非，一0．因此，我们考虑0的 

相关同调性质。 

设 0相关同调于 f，即存在 l一形式 ，使 

0 一 f — da 

式中，2一形式 r可表示为 

f= 】血。A d一 + ‰ 血。A d + ，血。^ 血。 

+ dzJ A d + k dz2 A 血。+ kl血。A d一 

1一形式 a表示为 

口一 一 血0+ 血 + 础  + 嘶血。 ． 

将 f、a代入口且利用 0的定义可得 

a ao

二 

一 ( -，k2， j) 

f．一 ( l， s。̂ 1) 

f 一 (ai， ：，口j) 

和标量 a =一 

(22) 
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则式(22)可 表示为 

J H=一 V9一等 
l D= +v×Q 

为了得到涡流场中的向量电位 T和标量磁位 Q．我们证明由 

稻 

一 面 

可以导出涡流场条件” ，即 

丝 ⋯ Jp 0 

事实上．对式(23)的第 2式两边求时间的偏导数并由式(24)即可以得到 

a
_  

D
= 詈+ ×詈=0 。 

再取原式的散度并经整理可得 

· 一  ·‘ 一 p 

两边对时间求偏导数即得 

(23) 

(24) 

Jp
一 0 

将式(2d)代入式(23)的第 l式，且令 T— t，0一 得 

H — T 一 可 口 

此即涡流场中T一口应满足的条件。 

显然，我们可以将 f和 看作是 一口的一种推广。 

这里我们从外微分式的相关同调得到了一种广义的位 -f-o，在涡流场中，它对应 T— 

6 结束语 

在相关同调的概念下，电磁位与规范变换被统一起来。 

值得注意的是 ，利用相关同调可以方便地把位的概念推广 ，但推广后的位一般不再具有 

物理意义。对数值分析而言 ，引入位主要是为了减少未知量，因此，一般而言，引入的位至少 

应有一个是标量位，才有可能使未知量减少，这说明了A一 法、T一口得到应用的原因 ，而对应 

于式(23)的第 2式中的位 ‘ ，由于t和 都是向量，共有 6个分量，不能减少未知量，故 

未得到应用。 
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