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擅 囊 在一定条件下，从多 目标规划问是的任一可行囊F的某邻蛾 出发 ，建立了沿着所 

建立的常擞舟方程组的轨线，关干部舟壹元总收敛刭屎多目标规|}I问是的(鞲)有效梓． 
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常嵌分方程一 oPE 麦 

A STl̈ -cT m  the û口 af s畔 v如琳  b ，̂ met量lod of优吐i瑚 mf 瑚d eq哪 iQ他 妇  

。0lv multlobjecttve pcosrammlnZ problem had been presented．In岫 paper，we further tide ordi- 

nm'y diffez'entlal eqtmtionsto dlsoam the 8eneralmu1廿d球枷 Ve q讲曲『l卫n量nB problem andits(：olz- 

strainm d×I∞ deeply．Under certain coaditio~ -star,inSfrom sOm  neibourl~ d ofany leas／hie solu- 

tion of muitiobJective p| 哪 Ing珥 蛳 ，alon8 the trajectory of the established Ry~telll of ordl— 

nary differential equations，the solution r憧always conversenttothe(weak)effi~ent solution．oftim 

original multiobjective p| Br nmIJ培 problem with respect to partial arguments． 

KErW_0RDS muitiobjective pl口g珥mminSI constrainmI feasible solution，efficient so[utioaI 

ordinaxy di蛭erent／al eqtmtlor,．s 

0 引 言 

在文[1]中．作者曹提出幸I用微分方程处理一般约柬优化问题的方法，在文[2]中．作者 

又将文[1]的结果推广刭多目标规划问题中．本文进一步年鼍用静微分方程对一般多目标规划 

问题及其约柬条件的处理作更瀑人的讨论，指出从向置(1)的任意可行解的莱一邻壤内出发 

的该徽舟方程鲺的解关于部分变元总收敛封茄c多目标规划向题的(弱)有效解 ．量后对所建 

立的微分方程组(8)给出一般性的收敛结论及倒子． 

1 常微分方程在多目标规划中的应用 

考虐如下多 目标规划问题 
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fmin F( )= {，【( )，⋯ ，，，( )) 

ls't． ∈ i= { I，( )≤ 0，矗0)一 0， ∈ ) 

其中 ( )∈ ，̂( )∈_酽． (z)， ( )，h(x)∈ 

定义 l 称 ；∈；为问题(1)的Pareto有效解 ，若不存在 ∈；，使 ^抽)≤ ^(；)，i； l， 

⋯ ，p，其中至少有一个严格不等式成立。 

定义 2 称 ；∈；为问题(1)的 Pa~eto弱有绶解，若不存在 ∈；，使 ，抽)< (；)成立。 

在(1)中引人松弛变量 z∈ ，则问蘑(1)化为如下形式 

{ra in．，F∈(V) =：F{，(x：)t ( ，：)l打( )：o，，∈ +．) (2) l s_．，∈ ={，=( ，z)l打( )=，，∈口 +‘) 
r r̂ ) ] 

其中 口 I。) ／ ∈ 
记 ( )一 “ 0)毫 O，i= 1，⋯ ，m)为 ∈ ；处起作用指标集，91( )= { ( )I ∈，0))， 

z，= {4l ∈ ，( )) 

一  

／2
]J 

( )+ zf 

报据文[2]，有以下结论 

谛韪 1 设 。0)为定义在 ；上具有连续二阶导般的实值函数， ∈s，i= (五r，互．) ∈ 
“

，若(i．i)满足 (i，i)=0，且 (i， )在肘(；)上正定，则(；， )是函数w(v， )= 

0)+ A憎 ( )的鞍点。这里Ⅳ( )= I 口(；) 一0， ∈四I+’)． 

命越 2 设(；．i)是函数 (，， )的鞍点，则；关于部分变元 是问题(1)的(弱)有效解。 

由此．我们|得封以下重要定理 

定理l 设；∈s，i∈ “，若 (；， )=0成立，且 。 (；，i)在Ⅳ(i)上正定，则；关 

于部分变元 g是问题(i)的(弱)有效解。 

下面建立常激分方程组 

f丑 + 0̂ ) + 0) = 一 (z) 

{竺 0 (3) l ̂0) 
一 一 (̂ ) ’ 

L ，0) ；+ i=一 ，0)一 elZ 

其 中B．，B．分别为-阶和 m阶非奇异矩阵，z，-= f( ，．I·， ) 

下设 0)， 0)(J= l，⋯， Ii∈ ，( ))在 ；上线性无关。 

蚺和 啡奇 中 譬 
从常傲分方程组(3)可解出 

j一 ( )=一 一 日( )一 盯(，) (d) 

A= 一 ( 口一 V ／／) 丑 一 _(z)+ 《 口一 ／／) 丑 (5) 

这里 ，一 I+ B ( ／P'B ／／) (6) 

；= B ( 口 ) (7) 

定理 2 设 ’∈ ，别 ’是常微分方程组(3)的奇解的充要条件是， ∈s，且存在 

A-∈ +I，满足 (，‘， ’)= 0 
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证 设 ，。∈。，且存在 ∈ +_．使 V (，‘． ’)= 0}V日(，‘) ’+ VⅡ( ‘)= 0 

以及 (，’)= 0 

由(3)式知 ’是常微分方程组(3)的一个奇解。 

反之，设 ，。是方程组(3)的一个奇解，则下式成立 

fVh(z ) + V F ) ； 一 V Ⅱ( ‘) 

z‘J． = 0 

1日( 一)：0 

由此可推出 ， ∈。，且满足 V ( ，̂。)= 0 证毕 

推论 设 r 是傲分方程组(3)的奇解 ．如果V z (，。，i )在 (，‘)上正定 ，则 ‘关于 

部分变元 是问题(1)的(弱)有数解。这里 山(5)式确定。 

2 约束条件的讨论 

下面进一步利用傲分方程对问题(1)的约束蠢件进行讨论。问题(1)的可行解应满足的 

微分方程组为 

乏 ：12 ㈣ I (z) + ；=一 0)一 ⋯ 
简记为 V，J(，) =一 ，J(，) (9) 

或等价地 d ( )／d‘；一 盯(，) 

显然上述傲分方程组的解满足初积分 (，(‘．，。))=exp(一 ‘)日(，。) (10) 

以下设 V ( )是蒲秩阵。 

设 L(，)是 h一 的一个任意映射，则可证(9)式与下式等价[7]． 

dl／dt一一 盯 (，)日( )+ (，一 VⅡ (，)V日(，))L(，) (11) 

其中 VⅡ (，)为 V日(，)的Moo晦Pen 广义逆，J是单位阵． 

根据戈[7]，易得以下结论 

命■ 3 设 V日(，‘)蒲秩，，。为初始点，且 L(，)充分光滑．则存在(11)式的一个解 (‘． 

，。)，￡∈[0， ]，可以延拓，直到其轨线逼近奇异点榘 Ⅳ一 (，∈ IV日 )的秩 <1，l+，) 

否则 T=+ oo，或者发散， 

为讨论方便，不妨取 L(，)； 0，则(I1)式化为 dy／c~；～ V日+( ) ( ) (12) 

根据文[7]，易碍以下结论 

定理 3 设 ∈s，如果V日(；)蒲秩．则微分方程组(12)的奇解i关于部分变元 是稳 

定 的。 

定理 4 设；∈s，且V盯(；)蒲秩．则存在；的某个邻域D．使得敝分方程组(12)的从￡， 

中任一点 出发的解 (￡． )的存在域为 ‘∈[0 + 。。)，并且关于部分变元 总收敛到问题 

(1)的可行解。 

由以上讨论，一般地对常微分方程组(12)有以下结论 

定理 5 常微分方程组(12)的解轨线要么逼近于奇异点集Nl要么关于部分变元 收敛 

到 问题 (1)的可行解 ；要么发 散。 

证 如果方程蛆(12)的解轨线不逼近 Ⅳ．也不发散，山命题 3知 ；+oo，即解的存在 
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区问为 0≤l<+oo，令解的正极限集为 (见文[1])，由(10)式知 ∈5，再由定理 4即 

得 证。 证毕 

根据定理 2的推论和定理 4，有以下重要结论 。 

定理 6 在定理 2推论和定理 4的条件下，从多目标规划问题(1)的任一可行解的某一 

邻域出发 ，沿着常傲分方程蛆 (3)的轨线，不仅收敛捌原问题的可行解，而且 收敛到原问题 

的(弱)有效解。 

例 考虑如下多 目标规划问题 

fmin F(zl，血)= {缸1一 匆，一 屯) 

Iŝ ．j∈ ；一 {=∈ 1 hi(z)一 商一 赴； O， ( 一 j— 1一 O) 

由(9)式得其可行解应满足的常微分方程蛆为 

c 一  ( ( 二萎二三) 
窖易求得原同题的有效解(1，1)和(0，0)的吸引域分别是 

D1= {(zI，善2)I1— 4zI屯< O和z1> O) 
= {(卸， )Il— d 1却> 0和 南+ 却+ 1> 0) 

同时注意从域 D= f(q，屯) + + 1≤ 0) 

内任一点出发的轨城不能收敛捌原问题的有效解，而逼近奇异点集 

N= {( ， )I1— 4z1如= 0) 

结 语 

利用常镦分方程讨论和束解单目标优化问焉，巳有不少文章，并巳形成初步算法[1]，但 

用于多 目标优化问题的讨论，目前这方面的工作还做得很少 ，可以说还仅仅是一种尝试，作 

者在文E22中曾讨论了利用常微分方程求多目标规划问题(弱)有效解的一般方法和步骤。 

本文进一步讨 论利用常微分方程描述多 目标规划问题及其可行壤，由此建立求解多目标规 

划阀题的另一条有效途径 。由于常镟分方程的数值积分法 目前 巳基本趋于成熟 ，而求解优化 

问题 ，特别是多目标优化问题的算法还根不成熟 ，因此逮方面的研究具有一定的理论意义和 

应用价值 ，目前已越来越得到应用数学和运筹学工作者的关注。 
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