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三维多弹性体多接触面边界单元法’ 

Boundary Element Method of Three—dimensional Elastic 

Multi—body Contact Problem with Multi-contact Surface 
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摘 要 推导了多弹性体多接触面无摩擦接触问题的边界单元法曲 算公武和方诖， 
并编制了相应的FORTRAN程序。所给出的算例说明对多体接触问题只能根据不同的对象 

编制不同的多体多接触面计算程序来计算，用两体接触 I,-q题 的解法近似计算多体接触问题 

其误差甚大。 
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ABSTRACI" The computational method and form ula of elastic m ulti-body contact problem 

with multi—contact surface b boundary element method  were carried out and the correspon ding  

fortran program w∞ compiled aswel1．The example，sirenin the paper，showsthatthe speemlmulti- 

body co ntact with multi-co ntact surface program mus,~be compiled for special multi—Contact Ixoblem 

according to different ob~xt．Using the method for solving two—body contact problem to 

approxim ately so lve multi-body contact problem with multi—contact surface will lead to large eITot· 

KEYW ORDS elastic mu~ body；multi—con tact sltr~ace!bo tmdary elem ent method |contact 

problem 

0 引 言 

目前用边界元法研究接触问题所涉及的对象一般是两物体组成的系统 ，多物体组成的 

系统近年来也有人做过【 ]．但文[2]中虽然研究的对象是三物体组成的系统，但所建立的边 

界元系统仍是 二物体为研究对象，只是在边界耦音条件中，在接触边界的法线方向上考虑 

了中间物体(滚子)的影响。作者在文[1]中曾 三物体为对象建立边界元系统方程 ，但当时 

根据具体工程对象确定的是三物体中有一个物体存在两个接触区，另外两个物体只有一十 

接触区，也可以说是三物体接触的一种特殊情况。本文中作者将在以前工作的基础上进一步 

研究三物体相互接触的一般情况，印三物体辐互两两接触(图 1)．由此推论到多于三物体的 
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多体多接触面问题的边界元基本方法。文中的算例还说明在多体接触问题中若用两物体接 

触问题来局部近似求解所带来的误差。 

l 三维多弹性体多接触面接触问题边界元法 

作者研究的弹性多体接触 问蘑中具有代表性的三物体两两相互接触的模型如图 l，由 

于不计摩擦，所以可以用总载荷一次加载来进行计算[3_， 

冒 2 局部坐标示意冒 

A、B、D三弹性体两两接触 ，有三个接触区 ·、， 、fld，各物俸的接触区为 ，且 一， 

+ ．其中 ， 为预接触区(自由表面)， 为接触区 因此 ，三物体的接触区分别为：(图 2) 

= l+ ， 砰 一 ／,ol+ ， 砰 = + 

其中 为物体口 的接触区，矸 和 分别为 和 口 的接触区。 

再将 “= 1，2，3)划分为接触区 ，．岫“一 1，2，3)，和 f (i一 1，2，3)(预接触 区) 

一 l+ + + 

砰 一 l+ + + 

一 + + 十 

而 J 、 和 ， 又可写成 

矗 = 一十墙  砖 = + = + 墙  

边界上的位移及面力用局部坐标表示，如图2．其中{。 及 为局部坐标的三个方向。 

在不计摩擦的条件下，任一可能接触的点对(如 上的 点和 上的 埘 )在 t接触 

区有如下的接触条件 ： 

1)接触条件(滑动条件) 

、

嚣二 学：0 ⋯ = = 一学= ∈ · 
喇 +t嚣 一略 J 

式中c鲕和 表示口 上的 点在第一接触区( )上蠡(法向)方 向上的面力和位移 。 
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2)分离条件(预接触区) 

I+ 啦 ⋯  懿+ 蜀< J端。 
其中 K= 1，2，3为局部坐标的三个方向。 、 

同理，在 、 上同样可以建立和以上各式相应的关系式 。 

令 ；为接触点的法向量， ?是 上接触点对之间的韧始间隙，则 

幽 = 三 ’卸 

式中，，= 1，2，3代表 、 和 接触区。 

在不计体力情况下，边界积分方程的普遍形式为0 

吼 (P)+I”J(口) “(P，Q)dF(Q) 

= _cj(口) (P，Q)cir(Q) 

写 成 矩 阡彤 式 日g韧 仟边 界 积分 万 崔 射 力 

]{ )=G{f】 

我们按照以上方法分别建立 、 和 的边界积分方程 

： 

％( ) ( )+J，一一 ( ， ) ( ) ‘饼 

+1 ％( ， ) (口8) ( )d，( ) 
‘  

+J ( ， ) ( )蛳( )d八 

+l Ⅱ(列， ) ( ) (饼)d ( ) J 

+l (列， )·[咕-一 (口叠)]‘即(口8)d，( ) J
m  

+J ％( ， ( )’ ( )d ‘ ) 
一

J，一 ( ， ) ( )· ( ) 
一

l u,AP~， ) 1( )‘ ( )d ( ) 
‘m  

—

l ( ，口8) 3( )’ (饼)dr( ) 
∞  

其中： ( )= ( )·a~(eD 

m( )一码1一 1( ) 

(1) 

(2) 
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： 

P8∈ 朋 

(P8)uj(PD+』， (瑚，饼 (饼)d，(饼) 

+』 (瑚，讲) (讲) (讲)dr(讲) 
一 』，一 ％( ，饼) (讲)·d，(讲) 
一 』 ％(珊-讲)如(讲)· (饼)d，(饼)=。 

其中： 越j(瑚)= (瑚)· (瑚) 

： 

‘瑚 ‘瑚 +J，一 (瑚，珊) (珊) ，(珊) 

+J略 ‘瑚，珊 (珊) (珊) r(珊) 

+J咯 (瑚，珊 n(珊) (珊)d，(珊) 

+J咯 g，珊 (珊) (珊)dr(珊) 

+l (P8，珊)．[喀2一 (讲)]· (珊)d，(珊) 
。 m  

+J 瑚·珊 ’[ 一“ ( )]‘a~(qD ，(珊) 
-

j略：％(瑚，珊)‘∞(讲)‘ (珊)d (珊) 
一

I ％(瑚，珊) 3l(讲)·aa(qDdX'(qD 。 
∞  

(3) 

(4) 

其中： (Pg)一 (瑚)· (瑚) 

(瑚)= 一 (qD 

“ (瑚)=咄z一 ( ) 

瑚 ∈ f5) 

(3)～ (5)式中 

(J—l，2·3；K— l，2，3)为局部坐标 刍相对于总体坐标 轴的方向余弦 

喝， ( = l，2，3)为各接触区接触点对韧始间隙。 

(J= l，2，3；K= l，2，3)为各接触区上的相应节点位移。 

为接触区序号，刍为局部坐标的三个方向。 

对物俸 ·B，D边界进行离散，建立矩阵方程．将已知边界条件(面力和位移)代人 ，并将 
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已知项移到方程右端即可写出 下各式(其中日和G的上标，下标意义和 ， 的上标 ，下标意 

义相同并一一对应)． 

一 一G c A A A 一A餐、 A餐 

： 

～一蚓1 f 

[日 一G J J 骨箭 髓 一错 一0嚣] 

= r一 再一  

一  

一 c 

” 

箭 

口筋 

艚  

耀  

[日～ 一口 。 蝌 铲 (一船 ) (一 掰)一础蠹 一础野] 

一  

P 

啦  

留 

耀  

留 

(6) 

(7) 前嘴掰帮 

●●●●●●●U¨●●● ●●l  
i；瑚 

一 

铅 

一 
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1 
[ 一 一船 ]1 } ㈣ l J 

式中上标 一 表示 已知值 ， 表示是局部坐标。 

在以上三式中，我们已经把接触区面力和位移的条件代入 ，故联立以上三式进行选代求 

解 ，就可以得出接触面上各节点的位移和法向面力。以上各方程式都是在假定接触区条件下 

所得结果。 

从节约计算机内存 ，提高运算速度，扩大解题规模等方面的考虑，本文采用 了。凝聚法 

求解，即分别将原方程进行两次初等变换，最后只保留含接触区滑动(接触)边界面力和法 

向位移作为未知量的方程。具体过程如下： 

1)经过第一次初等变换后，可以得到包含接触区(含接触滑动边界和预接 区自由边界) 

的未知量组成的方程 

]{ )={ ) (9) 

其中 

)t f脚 )一 ( )- 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 ( )·( J·(帮 )· 0 0 0 
L 0 0 0 0 0 0 ( )。 ( ) (乌 

(一啦 )t 0 (n帮)。 (一0嚣)t 0 (一0 )|] 

0(船 J一 ( 黯)· 0 (一例 · 嘟 )- 0 1 
0 (一 帮)· f 帮)。 0 f一0髓)t (一0帮)。J 

{ [ 钎 艇 箭] 

f 1 一船 F)I] 

谢+l。0 ， 
+【一 。] +[一 。] 幽 

2)经过第二次初等变换后，就可以建立以接触滑动边界的面力和法向位移为未知量的 

方程蛆 ； 

[ ]{ )={ ) (10) 

其中； 

rI一船 )-- 

[ ]= (一船 )。。 【 
0 

0 f船 】·· f一船 )·· 

(翻暂)-- Q (一船 ll- 
一  

鼯)·· (一 )·- 0 

0 

(一椎 )。。 

(一椎 】·一 

{z珊)= [“掰 “嚣 “帮 t 瑶嚣 礤 ] 

f一船 )··] 

0 I 

f一船 )。。j 
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从上式可见，某物体的接触区l所产生的。和f对本物体另一接触区的”，‘是有影响的。 

求解方程<l0)得出{ )，代人方程(9)即可求出{ )，至此 ，接触 区(包括 自由边界和滑 

动边界)的未知量均巳求出．当{ )满足接触收敛条件时，则认为收敛 ，结速选代．否则重新 

假定 n 和 n ，并继续进行迭代计算直至满足收敛条件为止。 

在迭代过程中。接触收敛条件为： 

1)单元接触收敛条件 

在 ： = 学 = 0 j=l，2，3 

』 d，+ 』 。强 ≤，去』 ( 
在 ： 

《i．一臂 = 一‘ =0 
～ 嘴 = 0 

J~,tgdr<o 

』 a，+ 』 蝴，=去J 

AA，BB为构成 ，接触区的两个物体的接触点对的代码。 

△“，△”是 和BB所占有的某单元的面积，而△ 一 ÷(△ +△ ) 
‘  

2)节点接触收敛条件 

在 以接触单元判断满足接触条件后，还要对接触节点进行判断。看其是否满足接触条 

件，若不满足则仍要改变假定接触边界 ，重新迭代。关于节点的接触判断请见以上接麓点判 

断公式 。 

2 数值计算结果及分析 

笔者曾编制 FORTRAN程序，对图(3)所示的算倒进行了计算。 

其中数值解是采用4～ 8结点等参面元作为边界单元的。在圆拄 和 岛 表面分别划分 

了 77个单元，149个结点，在平板 上共划分了60个单元，l34个结点。在接矬 区nl上共划 

分 l2个单元。21个结点，在接触区nz和 a上也分别划分了l2个单元和 21个结点。以上接 

触 区， ，， 和， 均包括预接触区和接触区。而理论解是采用FIcrt2：公式以两物体分别计算 

的 。例如用理论解计算 nl上的最大接触压力和接矬 区时就按圆柱 和固定平板 相接 

。毫 

码 J  

。 。

船 

一 

以 0 0 f ．U 

咄 

I I I 1●●●●J 即 砰  ̈

f， ●●L 一 。。啦 一 { r●●．．̈ 
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P1 P 

图 3 三物体两两接触算倒示意圉 

^ = 2094．3．52 N ^ = 1212．632N 

岛 一 一 5mm 甄 一 岛 ； 饥21× 1 N／ram 

板厚 × 宽 × 长 =5伽 × 4mm× 10眦 l 

触 ，在 上部施加均布力 ，其合力为P 一2094．352N来计算。同理 ，％ 是由圆柱俸 和 

相接触在左右两边各加力 P。．根据两者计算结果列于下表上的敦据可知两者相对差值 对最 

大接触压力分别为 7．97％ 和 l2．07％，接触区b的相对差值为 6．59％和 l0．58％．另外从图 

3可见三物体三接触面接触时，其接触区为粗黑线所示 ，它已和理论解的接触区 b对称于中 

心线大不相同了。由此得出结论，对多物体多接触面相互接触问题不能用两物体接触问题来 

代替作近似计算，而必须用多体多接触面的计算原理，根据具体不同对象编制相应的程序来 

进行计算。 

数值解、理论解对比表 
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