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摘 要 讨论了排队系统 C~IMI。的I(I≥o)阶忙期，获得了此系统 阶忙期的舟布和 

前两阶矩的简单表达武。 
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坼 电 
ABSTRACT In the paper，we dJseuBs the t(t≥O)ocder busy ped0d for the queu~ system 

G∞fMh。and obtain the simple expres~on of the distribution and the first two monen~of the★ 

ord@r busy period for the system． 

IEEYW ORDS busy periodI l orker busy period}Bernoulli proc~  

0 引 言 

对于排队系统GI／M／曩，文献[1]给出了其l阶忙期分布的表达式，由于这十表达式非常 

复杂 ．笔者在文献[2]中考虑了排队系统 ／ ／_与 ／ ／_的 tCt≥ 0)阶忙期，给 出了其 

分布和前两阶矩的简单表达式。笔者在本文中考虑系统。母。／ ／|的 0≥ 0)阶忙期，得封了 

与[2]类似的结果． 

关于排队系统 。母。／ ／-，除到达间隔时间为参数是A的几何分布外t其它假设与[2]中 

系统肘／肘／曩相同。忙期与I阶忙期的定义与[2]相同。 

I 引 理 

定义l 称随机痔列{Ⅳ )，m≥0}为参数是z(o< <̂ 1)的Bernoulli过程，如皋它满 

足下列三十条件：1)Ⅳ(0)= 0，2){Ⅳ(棚)，m≥ 0)具有独立增量性，3)P{Ⅳ(|+ '，1)一 

Ⅳ(m)= I)= 一． = 0，i，⋯，_，互= I一 ，m．1均为非负整数。 

引理 I 设 ，I≥ I)为输入过程{Ⅳ(|)，-≥ 0)的问隔时问序列-且{ ，i≥ I)相互独 

立同服从参数为 A的几何分布序列 ，则对整数 0≤ < +l和 0≤ ≤ l≤ +l，i= i，2， 

⋯，m，有 
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PfⅣ(鼻I)盲 I，Ⅳ(如)暑 ，⋯，Ⅳ(曩-)一 L) 

= 哇 一、i --Z N+l-I一-- '~ (1一 )̂ r 一 +· (1) 

．  

～ 

证明 当m 1时·因为{Ⅳ( )≥Il}={ ≤ )，其中 =∑ 为第1一十顾客到 
‘一 I 

达的时刻 ，所以 

P{Ⅳ(鼻1)一 }皇 P{Ⅳ(_1)≥ Il}一 P{Ⅳ(_1)≥ h + 1) 

= P{ ≤ )一P{ +l≤-l}=∑ J-一i (1一A) 
J--iI 

。

哇 ， l一0，l，⋯， 

假设 m= ‘一 1时(1)式成立，由垒概率公式 ，挣 

P{Ⅳ(-1)一 Il，Ⅳ(-2)= b，⋯ ，Ⅳ( )； |l} 

P{ ≤ -1， +l> ， ≤ -2· +l> ，⋯ - ≤ ^， +l> )̂ 

； ∑P{ + > i， +，+⋯+ ≤如一i， + +⋯+ >如一 ，⋯， 

+l+ ⋯ + ≤ 一 ， +·+ ⋯ + +l> 一 )_P{ = ) 

’—‘ 

= ∑ ∑ P{ ．+z+⋯+ ≤-2一 —J， +t+⋯+ ～+ > 一I—j，⋯ 
i--i —q．--~+i 。 

Ti：+z+ ⋯ + T～≤ 一 ‘一 j- +z+ ⋯ + +】> 鼻I—i—J)P{ = i)P{ +J= ) 

。- 

I ∑ ∑ p{ 一t≤ 一 —J， >-2一i—j’．．·， 
一  。1 1 

—  — l≤ a,-i— J， — > 一 — j)P{f．I= i}P{ +I I } 

-‘ 

一 ∑ ∑ P{Ⅳ(如一i— )=b一 一l，⋯， 
l严  1 十 l 

Ⅳ(龟一 ‘一 j)皇 |l— 一 1)P{ = }P{ I】+l= J) 

。1 — ‘ 

= ∑ ∑ 哇： 一、 ， 
i．--| ～---i+| 。 ’ 

亟t： ： — 一 ‘q1 · ‘ l舡 
．  

02～ ‘ 

一 皇t ：： 、 一 叶 善 善+ 吨： c 
=  ：：=二： 一l f一一 ～ 
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此示 m= 时(1)式也成立 ，由数学归纳法，引理 1得证。 

引理 2 设{ ， ≥ 1)为辅人过程{Ⅳ(蕾)，一≥ 0)的间隔时问序列，且 { ，i≥ 1)为独立 

同分布序列，则 P{ 一 )= i卜 ̂，I= l，2'．．·，0< <̂ l的充要条件是{Ⅳ(R)．口≥ 0)为参 

数是 ^的 Bernoulli过程。 

证明 必要性 ，由引理 l知对任意非负整数 一，有 

P{Ⅳ(曩)= 罩)一 ～，I= 0，l，2，⋯ ，口 

所以，P{Ⅳ(o)>o)一∑P{Ⅳ(0)=I)=0，从而P{Ⅳ(o)=o)一1，即Ⅳ(0)一o。 

对任意整数 耳l，耳2≥ O与 R2≥ I≥ o，由引理 l，得 

P{Ⅳ(̂l+口：)一Ⅳ(耳1)=I)一∑P{Ⅳ(R1+曩2)=罩+ ，Ⅳ(R1)= ) 

= ∑ 种～· 互．t～一 ． =0，l'．-．，曩2 
-‘ 

又对任意m个整数 > 一 >⋯ > =0，以及满足∑ ≤ ，j—l，2，⋯，m的非负整 
数 ， ，⋯ ，ll，由g『理 l，有 l 

P{Ⅳ(̂1)一 Ⅳ(蕾o)一 ， Ⅳ(耳2)一 Ⅳ(蕾1)一 ，⋯ ，Ⅳ( )一 Ⅳ( 一1)一 l1) 

=P{Ⅳ(蕾1)= 1， Ⅳ(蕾2)= + ，⋯，Ⅳ( )一∑毛) 

= ： 一 _． 1一一 =量P{Ⅳ(霄‘)一Ⅳ( 一)一毛) 

此示{Ⅳ(一)， ≥ 0)具有独立增量性，由定义 1必要性得证。 

充分性 因为 

P{~rl— I)= P{Ⅳo — 1)= 0，Ⅳ( )一 Ⅳ0 一 1)= 1) 

一 0 l 互卜 · l = 舡卜’， 七一 1，2，⋯ 

又对任意正整数 ， ，由定义 1，有 

P{T2= ITl= )暑 P{ 一b． 号 I1)／P{T1= 1 

=P{Ⅳ( 一 1)= 0，Ⅳ(I1)一 Ⅳ(I1一 1)= 1，Ⅳ(b + 一 1)一 Ⅳ( )= 0， 

Ⅳ( + I1)一 Ⅳ( + 一 1)暑 1)／P{ 一 I1) 
一  一  

， = 1，2，⋯ 

此示 与 独立且 也服从参数为 ^的几何分布。同理可证 ， ． '．．·相互独立均服从 

参数为 的̂几何分布，于是充分性得证。 

引理 3 排队系统 a~o／o／1的忙期 B的 一 变换为 

I(8) ¨庙(叫 e-udYv(J'l-] ) (2) 一 
·。 0 
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且 (B)；i ． 
’ 

一0 ‘ 

<̂ (3) 

其中 (z)为服务时间 的分布函数。 为连续型机变量或正整值随机变量 ，̂为无记忆的几 

1 何到达间隔时间参数
· i · 

证 明 因为 B一 + 鼠 + ⋯ + (4) 

其 中{Ⅳ( )， ≥ O)为输凡过程，由引理 2知它为参数是 的̂Bemmmi过程 ，又因它与噩务时 

间独立 ，且 ，岛，B ··为相互独立均与 B同分布的随机变量，所以 

而 

故 

由(4)式 

又 

茵(8)= (e—。脚)=暑层{e—。 +̂“‘ 】 

l酬 ⋯̈ 

I ⋯ ∽ 

曰f +一+ f1)])= e 。1+’’‘ ]P{Ⅳ0)= l 

[蓉(。)]‘·昨] (1一 )̂[t]一‘=[ +庙0)] 

=l柙枷 ]∞ 
= ∑ I [i+癌(8)] (￡) 

卜 o‘ ，J+ 

= ∑[i+塘(8)]- f e~davv( ) 

目(B)一g(P)+ -+⋯+ ∞]=÷+ )g[Ⅳ( )] 

Ⅳ(n Ⅳ( ∽  

O 0 

忡  峙 I ∞ 

= A∑l l d o)=̂ ∑ [ 0+1)一 o)] 
i--O 0 ， 

将此代人上式可得(3)式。 

推论 设排队系统 G ，J／1酴服务时间 是正整值随机变量外 ，其他假设与排队系统 

∞∑．i ∑ 
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a~lal1相同，则其忙期 丑的概率母函数(P． ，)为 

丑(z)一 [jz+ 姐B(z)] 

且 

啪 = ，哪 =等 ． < 
其中 (z)为 的 P· ，， = i ， = D( ) 

引理 4 排臣L系统 c~olMll的忙期 B的 L一 变换为 

且 

口(丑)= 1一 口一 
=  = ’ < 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

=  型 兰 ， < (9) 

证明 由引理 3和 ( = 立得(7)式，f13(7}可得(8) 

2 主要结果 

且 

定理 1 设 ^ 为捧队系统 锄 ／ ，l的 0≥ 0)阶忙期 ，则 ^ 的 工一疗变换为 

)= ， 再两 ；若 (10) 

姒 一 导s， < >／-0 Ⅲ 

。( 。)== - =— 2 ±： ； - ： ； ；： — ， < ， ≥。(12) 

其中 ， 为第 i十服务台负指数服务时间参数 ． 
i一 1 

证明 由引理 J与[2]中的方法立得。 
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