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摘 要 解决 了张忠辅等人提出的如下问题：确定 i(G)+ 7( )的可达下界 ，其 中 

： 照 一T 号
． 关键词 4一望皇_蛰 4一鱼墼；4一全鱼墼! 鱼 苜 ． 

中国图书资料分类法分类号 Oi57．9 

ABSTRACT This paper has solved the 0pen question proposed by Zhang Zhon~u and others 

in re~erenc~[1]，whichisto ascertain the attainable lower bound of (G)+￡：( )，in which ：(G) 

indicates the 4-total chromativ number of a graph G．while 0 indicates tho complement graph of 0． 

KEYW ORDS 4-~dse chrorna~c rt／lmber；4-chromatic number；4-total chroma~c number； 

0 引 言 

图的染色是图论研究的重要内容。在文[1]中，张忠辅等人由文[2]的图的 色数的概 

念，引进了图的 n一边色数 ， 全色数的概念。 

定义 1 对图 G( ．口)和 自然数 n，使其长度不丈于 的任意路上所有顶点(或所有边 ， 

或所有顶点和所有边)均染为不同色的最小数目，称为 G的 色数(或 一边色数，或 全色 

数)，并简记为 “(G)(或 (G)，或 (G))． 

文[1]讨论了 一 和̂ ≥ 5对， (G) ( )的上界和下界，得到如下结果： 

(t)对 骱 图 G，有 

f ± }≤ (G)十 ( )≤丛 ≠ · l J 
其中{x)表示小于 x的最小整数。 

( )对 p阶图 G及 h≥ 5，则南 

f望土 l≤ ：(。)+ ：( )≤ 
【 o 一 

且上界不可改进，下界当 ； 0(rood2)时不可改进。 
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文[1]提出了如下尚未解决的问题：确定 (0)+ ( )的可达下界 笔者解决了此问 

题，即得以下定理。 

定理 l 设 G为有 个顶点的简单图．则有 

f 土 l≤ i(G)+ i( ) (1) l O J 

且当 p为偶数时，(1)式不可改进 

本文用 rio)和 目(∞ (或 V和 )分别表示图 G的顶点集和边集，用 或 lrio)l表示图 

0的顶点数 ，用 g或 I (∞ f表示图0的边数。图 0有时也称为(p，g)一图，本文所涉及的图均 

为简单图 ，未加说明的术语和记号请参见[3]． 

定义 2“ 对于图 0和 目(∞ ，如果在 中任意两条边均在 0的一条长不太于 d的路 

4上 ，则称 E 为 G的 一边完全集 

l 几个引理和定理 1的证明 

引理 2．1(见[3]，p．14．练习 1．6．12) 对图 G，若 ( )≥ 4，则d( )≤ 2，其中 (0)表 0 

的直径 

引理 2．2 设 0为( ．g)一图 ，且 d(G)≤ 2，则 

z (∞ 一 + q 

此引理易证，咯。 

引理 2．3 设 G为( ，g)一图，若 d( )≤ 2，则(1)式成立 。 

证 因为 ( )≤ 2，由文[1，引理 3．43以及引理 2．2得 

z：(。)+ ( )≥ (々)= + + l+ 一 口+ 

据文[1，定理 3．23的证明．同理得(1)式成立。 

引理2．d 设。为有 个顶点的图，且d(。)≥l号l，则d(。)≤2．其中[r]表示不太于 
y的最大整数 ，d(G)表 G的最小度。 

此此理易证 ，略。 

l理 2．5 设 0为有 p个顶点的图，且 d(0)= (百)一 3，则(1)式成立 

证 因 (∞ 一 ( )= 3，则有 

z (G)一 zi( )一 (2) 

龇 )≥[讣 ∈ )),V2一 M )≥[孙 ， 
2= ( ) ． 

先证V 非空 假若V 是空集，则V = (∞．对于任意 ∈ ：．如( )<l号l，则有 

南(似)= 一1一 (埘)> 一1一l罟l 
L ‘ J 

由度的整数性得 ( ≥，一[号]≥[号] 
即6( )≥l罟1．由引理2．4得d( )≤2．这和d( )=3矛盾 即V 非空。 
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同理可证 、 、 均非空。 

下面分两种情况证明引理结论 

情况 l 若对任意 ∈ ， ∈ ，有 如(”， )≠ 3，且对任意 ∈ _】， ∈ ，有 d。( ， ) 

≠ 3． 

在 G中，设由所有与 ．的顶点相关联的边组成的边集为 ，F。一 (G)＼ ．因 (G)= 3， 

故，此情况时，对任意 ∈ ．．“∈V ，必有d。( ， )≤2．因 中的顶点”满足d (”)≥I告I， 

同引理 2．4的结论类似得对于任意 n、 ∈ n．有 如(n ：)≤ 2．因此 ，同引理 2．2不难证明 

以下结论 ： 

n) 中的任意两条边必染不同色 ； 

6) 的任一边与 的任一边必染不同邑。 

设在 G中，由 ·， 所导出的子图分别记为 H ，Ⅳ ，则 (H．) ， 一 (H )，由结论 

d)． )得 

(G)≥ ! (H．)l+ lE ＼ (，， )l+ z (Ⅳ ) (3) 

在 中，设由所有与 l， 的顶点相关联的边所组成的边集为 i ，霄 一 E( )＼吼，霄 ，牙 分别表 

示由 n、 在 中所导出的子图。由证明 -非空我们注意刊 ，因此，对于任意 I】、 ∈ 

z，则有 (Il， )≤ 2．设 ”一 ＼ ，则 V ； U ”．对于任意 Il∈ v 一v．， ∈V ． 

若 ∈ ，因 c(面 ， )≠ 3，由引理条件得 南(_】， )≤ 2；若 告 ．则 ∈ - 【，．，由 

引理 2．d类似有 如( ， )≤ 2，因此同结论 )、 )类似有以下结论： 

c)瓦 中的任意两 条边必染不同色 ； 

)霄 的任一边与 的任一边必染不同色。 

由 (霄：) ， 一 曰(霄 )和结 论 c)、d)有 

z：( )≥ z (耳．)+ l ＼ (开 )l+ l (耳 )l (4) 

设 IV-l— ·，IE(H l一口 ．月(霄 )一 ．因 V 、V。非空 ，则 0< ．< ，且 l l— p ．．于是 

由(2)、(3)、(4)式得 

z：(0)+ i( )≥ lZ(H )l+ l ＼ (Ⅳ )l+ z (Ⅳ2)+ 

+ z (耳-)+ l瓦＼ (亓 )I+ 1 (霄 )l+ 

≥(f，】+ 1)中 《(H L)+ qz (p+ p L)+ ：(H2) 

+ l ＼ (，， )I-- l ＼ ( )l (5) 

同引理 2．3的证明得 

(q + )+ ：(耳 )≥ 堕 ± (6) 

qz+ ( )“ ( ≥ 

而 I曰·＼ (Ⅳ )I+ I霄z＼ (霄 )I— IE(K ， )l一 ( ) 

其中 K ， 表示完全偶图。由(5)、(6)、(7)、(8)式及 0< < 得 

(7) 

‘8) 

椰  )≥ + ≥ 

由色数的整数性，即得此时引理结论成立。 

情况 2 若存在 ∈ -，“∈V：．使 ( )一 3，或存在 ∈ _】， ∈V ，使 ( )三 3 
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先证情况；若存在 ∈ ． ∈ ．使 da(u， )一 3，且对任意 V ∈ ． ∈ ．有 ( ． ) 

≠3，设V 一 Im ∈ (G)m∈ ( ))．V 一 (G)＼( U })．则由如( )≥ l{ j和讨论 

的奇、偶性，得 

[号]≤l s — 1 l≤ 一[专]一L≤ 号] ‘9) 
在 G中，设由所有与 或 n 的顶点相关联的边组成的边集为 既．显然 既是 G的一个 1一边完 

全集，由[1．引理 3．t3得 ：(∞ ≥ I风l，设 日 (∞＼如，则 一 ∈月( )一z．， ∈ 

V．)，且有 z ‘∞ ≥ 1 s1= 1 8(0)1— 1凡I (IO) 

另一方面．日 如( ． )一3．因此在 中， 一定与 Vs U f }的所有顶点都相邻 在 G中． 

设由所有与 “与 U ㈩ 的顶点相关联的边组成的边集为 ，两个端点都在 ＼{“)中的所 

有边组成的边集为 首．，同(10)类似讨论有 

z (G)≥ I矾 I— I (G)}一 l I (11) 

设 I I= ，由(9)式和 风．瓦 的意义．得 

)1+ l 1≤ lE(K ) 

其中 ．表 ￡阶完全图。由(2)、(1 0)、(儿)、(t2)式得 

z：(6)+ zi(面)≥ lB J上 }荫 J+ 2 一 丛 一 (J J+ J })十 2 

≥ 一[号]f[号]一 )·丢+z 
f 当 为偶数时 l ⋯ ⋯⋯ 

： (13 

L 当 P为奇数时 

由(13)式及色数的整数性，得此时引理结论成立 

我 们注意到在证 明以上情况时，只用了条件 (“． )一 3，因此，如( ． )一 3的情形与 

如(“，”)= 3是一样的，我们可得情况 2的其它情形引理结论也成立。 

综上 ，引理结论成立。 

综合引理 2．1、2．3及 2、5．可知定理 l的第一个结论成立。当 为偶数时 ．则有 

± 二 一 ± 
8 8 

如G为两个不交的 Km的并时硅E意到 ( )一告 即可得(1)式取等号。 

至此定理 l得证 

本文得到杨万年教授的鼓励和帮助 ．在此表示衷心感谢 】 
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