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瑶 貔虚 
ABSTRACT paper deriveS the basic solution of elastic half—space foundation plate by 

HankeI~ansform．Then its boundary integral equation of distortion is established．n 1e paper discuss— 

eS boundary integral equation 0n plate of fixxing and／OF simple suppo~boundary．Then a system 

of algebraic equations for the boundary valueS a『e established．A numerical exampie is Biven，its re— 

so It sh OWS that this M ethod is correct． 

KEYW 0RDS BEM t ptate{numerica1 meth od 

0 引 言 

笔者拟用边界单元法来分析这种弹性地基板的挠度。这里假定地基是均质弹性半空间， 

混凝土路面厚度为 ，̂承受有车轮荷载 P(T)，板的挠度为 (r)，板的挠度微分方程： 

D ‘ (r)+ q(T)： P(r) (1) 

q(r)为地基对板的反作用力。 

D= E／= ／12(1一 ) 为混凝土板的抗弯刚度。 

现用边界元法来求解该方程 。 

l 基本解的求得 

方程(1)中的 P(r)甩单位集中力 P’( )代替。并且设这个单位力均布在以 C为半径的 
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即 r)= lira
。 

姗 一 c) 

式中d 一c)为狄拉克函数，当r—c时有 d( 

— c)一 1． 

则 (1)式 可 变 换 为 具 有 挠 度 基 本 解 

(r)和相应于 P (r)的地基反力g ( )的 

挠度微分方程。 

埘‘(r)+ q )一 P (r) 

对此式进行如下汉克尔(Hanke1)变换 ： 

f(t)一』 )·r (f．r)dr 图I 路基板结构 

(2) 

，(r)一l ( )· ·dQ( ·T)dt 
J
0 

式中 ( ．r)为零阶第一类贝塞尔函数 这样就得： 

婀 )一古 f)一 ．(!) (3) 

式中 ‘(￡)一f P (r)·r ·r)如一 i 
( )，j。(z)分别是 W (r)，g (r)的汉克尔变换 

要从(3)式直接求出 ( )是很困难的，现在先求出在板上的单位荷载作用下·均质弹 

性地基的沉降 W r(r，：)．这是一个轴对称问题 ，设其应力函数为 (r，=)， 应满足： 

(r，=)一 0 

z 一 晏+ 昙+晏 
对该式进行汉克尔变换得 

( 一 t，z 一。 
该式的解为 

(￡，=)一 (A + 月 )e + (c 十 j)Iz)e 

对 (￡．：)进行汉克尔逆变换得 

(m)_』 f，：)．1， ．1)dl 

— l (A+胼)e +((．I—j)Iz)e ]̂ (r，t)d／, 
J
。 

现在利用边界条件 ： 

1)=一 + 。。 W 0 ． )一 O 

2)地 基表 面应力 一 ’(r) — O 

来确定常 系数得： 

一 一  ·( ) B 一 二  一 D 一 o 
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这样地基在其表面的沉降值 W r(r，：)I⋯ ： 

W，(r，：)I 一0== —．：； — !l ( )·Jo(r．￡)dr 
L 0 J 

将(3)式代入(4)则有 

W 。) 一 l(一 W (￡)-+- ’( ))·．，。( ·州 u0 J 

对该式进行汉克尔变换： 

W r I一 = —； [一 ·W ( )+ ‘( )]／￡ 

对于板与地面接触面有： 

w I = ’ 

即 

— ； [一 · 0)-+-P ( )]／ 一 ，( ) 

解之可得 

∽一{ ·÷】／[ -+-丽 ] 
对该式进行逆变换得基本解： 

(r)一 l · ’( -J0( ．r)dr 
J
。 

2 边界积分方程 

Ⅳ (r) l (5) 

方程(1)中 g是挠度 W的函数，若将此式直接利用基本解 W (r)为权函数进行加权 ，仍 

得不到边界积分方程 ，所以如何才能得到弹性地基上板的挠度的边界积分方程是一个至今 

未解之难题 一． 

这里我们认为地基是完全弹性的，板呈 

刚性或半刚性的 ，而车轮荷载又可视为作用 

在板上的圆形均布荷载 ，那么地基对板的反 

力也是轴对称的 ，不妨设其呈半球形分布。那 

么地基表面在口(r)作用下沉降 r(r， )有如 

下计算式： 

：  导 √ 一 r≤ (r)= 锄√ 一 ≤ 
L 0 r> 

地基表面沉降 

图 2 载荷分布 
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令 

则得 

代入上式 

式中 

z c-⋯  

。 一  

H’ (r，：)I 一0一 KJo(r)qo— W(r) 

W (r) 
一 —

KJo—(r) 

—  — — — 一 dz 

： 号 一，c⋯  (6) 

f(r 一号 √1一； 一号 √一 
这样有 

一  q‘ )一 ，(r)w 

将(6)代入方程(1)，并以基本解为权函数，对其进行加权并在区域 内积分有： 

D ‘w(r)+ ，(r) (r)= P(r) 

l(D ‘W +， ) ))w dD= l PW‘d 
口 

J
口 

利用瑞利 一格林(Rayleigh—Green)互等定理 ：： 

』(w W— W a。一j Ew‘ W一 未 W一 。 + W_]d 
将该式两边同时乘上D，然后再加上 l，(r)WW‘dl，就得到均质弹性地基板内任意一点P的 

J
口 

挠度 (r)的边界积分方程式： 

)一D』[一 ‘未 +w ‘+ w一 ～W + ㈤ ~dD 

图 3 积分路径 

当 P趋于区域边界 上时，可得边界点 P上扰动的一个挠度边界积分方程 

(7) 

J 

∞r●●●0 
一 

)  

，  
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{ c 一ol[一 。未 w+ 未 w +等 一 。]as c s 
对(7)式进行 运算，并取区域内部点P趋于边界点 P时的授限．又得板边界上任一点扰动 

的又一边界积分方程： 

cP =of[ + w+w —W 

0W —W]dS—f W·d．Q (9) 咖 l J 。 

对于夹住边或简支边界或自由边，其边界量( ．o， ．， )中只有两个是未知的，因此离散边 

界，联立(8)，(9)两式，即可求得全部边界值 ，再代入离散了的(7)式即可求出板内任意一点 

的扰度 w(P)． 

现分别讨论夹住边和简支边两种情况。 

2．1 夹住边情况 

边界条件为： w一 0 ；0 

并令 一D 一 zW·一 。 二二：。． 
咖  

一

D 一 V。 一 D 一 M  8W
：  

代入(8)，(9)两式简化得方程组： 
r r ， 

l 。vt l 0。Md,8一I P(r)W。d0 (10) J J 
口 

r r r 

l w。V,ds—l( +6(p— ))Md,8一I P(r)M‘d．Q (11) 
8 

2．2 简支边情况 

边界条件有 W= 0 z 一 0 

代入(8)，(9)两式并简化有 ： 

f 。 如+【 ‘∞8=--【 c 。 c z 

f c。 w +【c一。 。 ∞s 【 cr 。 ‘a。 c s 
现对边界进行离散 ，假设边界 S被离散成为 n个节点的 n个单元，同时对板面内部区域也进 

行离散．成为 m个单元，得代数方程： 

对于夹住边板 

× 

C 

一 

⋯ 

． 、 ●

L  

0 

～ ；㈨ q ● [ = 

2 
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对于 简支边板 

3 算 例 

f{V．}’ 

{ )= } 
【{ J 

设板厚为 h= 1 8 cm． ／F,一 0．4．m 一 一 0．2，板面圆形均布荷载半径为 2d= 22 cm， 

载荷集度 为单位值(t／m)．混凝土板为同边夹住的矩形板。其计算结果如下： 

4 结 论 

2． 

3． 

图 -t 板中心变形比较 

本文建立了均质弹性半空间地基板的边界积分方程，提出一种地基反力模型，即地基反 

力q( )为： 

其中 

口(r)= ，(r)· (r) 呈半球形分布 

； 詈 
该反力模型 +可包括温克勒或者怕斯汀模型： 

当 ，( )一 常数，就是温克勒模型 

当 ，(z)一 ( 一 GV。)时，就是帕斯汀模型 

显然本文的模型对于汽车轮荷是更合适的，具有一定的实际意义。 
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