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摘 要 提 出了用直接积分和 Neumann级数相结合求解非线性动力学方程 的方法，并 

用算倒验证 7该方法的有效性。 

莘詈 着芸躲 动力响应；NeumannO313 
，  

中国图书资料 类法分类号 I‘才 萤 看 
ABSTRACT A method for solving nonlinear dynamic equations is p；der~ted by combining di- 

fect with Neumann series．The advantage of the present method lie*in high accuracy and short corn— 

puting time． Finally．the effectivity of the method is demonstrated by numer~ example· 
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0 引 言 

对于非线性动力学方程可以采用分段线性化——直接积分法进行求解 ，其实质是把非 

线性动力学方程分段线性化．并将微分方程转化为代数方程求解。由于方程的非线性·往往 

需要进行多次平衡迭代 ，固而耗费大量 CPO时间。所以缩短平衡迭代中求解线性方程组的 

时间是 目前对数值求解非线性动力学方程方法研究的热点之一。Neumann级数是关于矩阵 

求逆的级数展开式．即在已知It]阵的逆阵后，求[ ]+△[ ]的逆阵时，可以用 Neumann级 

数展开式逼近。若△ ]相对于 ]阵是一小变化量时，只取 Neumann级数前二三项就可得 

到较高精度的结果。由于非线性动力学方程的平衡迭代过程中，根据经验其等效刚度阵的变 

化往往不大，固此我们把直接积分方法和 Neumann级数相结合．用于求解非线性动力学方 

程，可以缩短非线性动力学方程的求解时间，并保证具有足够的精确度 ，其效果是较好的。 
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1 Neumann级数 

Neumann级数是矩阵求逆的展开式，它的作用在于提高矩阵求逆的效率。设一矩阵 

[ ]，已求得其逆矩阵[ ]～，若 另有一矩阵 ]，可表示为[ ]一[露]+△ ]，则[ ]的逆 

阵用 Neumann级数可表示为： 

[K]--一 [露] (，一P+ 一 + ⋯ + (一 1)一P) (1) 

式中 P一 [ ] △[ ]； m为正整数 

由(1)式可以看到，这时求[明 阵的逆阵只需进行矩阵的乘法和加减法运算，而无需进行矩 

阵的分解，从而可以大大减少计算工作量 当 △[ ]相对于[露]为小量时，(1)式中其需取 

前--Z项就可获得满意的结果。 

2 非线性动力学方程的数值积分解法 

一 般地，非线性动力学方程可写作如下“拟线性”形式 ： 

[ (z){；)+ [c( ， )]{；)+ ( )]{ )一 {F(O) (2) 

其中的广义质量阵[ (z)]，广义刚度阵[ (z)]以及广义阻尼阵[c( ，；]依赖于系统的广义 

坐标和广义速度。对于这种形式的非线性动力学方程，可以用分段线性化的方法进行数值积 

分 ，即从系统初始条件 磊开始 ，根据以下方程进行计算 ： 

[』I，( )]{；。+1)+ [c( ̈ )]{ ⋯ )+ ( )]{ 。+1)一 { ( ·+1)) (3) 

也就是在[f．，“+ △ ]进域内，把 系统的特征矩阵当作常阵，其元素由已知的 “时翔的 ， 

确定，于是可用直接积分方法解出“+ △t时刻的 诸运动量 z。+-，i 和 ；。+-．由于(3)式是一 

个近似表达式，因此 + △ 时刘的解也是近似的，如果不进行修正，最后由于误差积累，经 

过若干步计算之后可能出现巨大的误差，因此在计算中需进行迭代修正，以保证最终的解具 

有足够精度。 

现在，在对动力学方程进行数值分析的直接积分法中，较普遍采用的是Newmark方法与 

Wilson一0法 。 

下面简要地说明一下 Newmarko法的增量迭代步骤 ： 

五+△I一 oAx— d2 — d3 (4a) 

+ 一 lA x一 zl一 5 (4b) 

Zi+ 一 △ z+ (4e) 

式中，右下标为该物理量对应的时刻。 

系数为： m— l (A ) ， l— d／(Ⅱ△ )， m 一 1／(aA ) 

m一高 一l， 一 ／2一l， 一 ‘ ／ 一 )- 
当 d≥ 0．5， ≥ 0．25(0．5+ ) 时，Newmark法是无条件稳定的。 

将(d)式代入(3)式得： ．[ ] +△c△ 一‘{ +△ ) (5) 

式中： +△t—do[』I，]．+̂．+ l[。 + + [ ] +△ (6) 

I +△ }一 { c+△ )+ ( 2 + )[』I，]c+△ 
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+ (n{ + s ) ]I+̂|一 [ ] +△I (7) 

由(5)式求解 △ 时，其中的质量阵，阻尼阵和刚度阵中含有 + △ 时的z + 和 + 

于是由(5)式得到 Newmark增量迭代公式，记为： 

￡ ]g △z“’=。{ +△ fl-J) (8) 

式中右上角表示一个时间步长内的迭代次数。 

通常，在以迭代法为基础的增量求解过程中，每次迭代后，应检查得到的解是否收敛到 

预定的误差范围之内，可用如下判断准则 ： 

≤ (9) △ z“ ⋯  

于是可得 Ncwmark增量迭代法的具体迭代步骤为 
· 初始计算，即计算常数 o'口l 

1)赋初值 ，；o 

2)取 d≥ 0．5， ≥ 0．25(0．5+d) ，选定 △￡， 

· 对每一时间步，做到步骤 8： 

3)令 △ = 0 

； 一 最， 袁+ 一 ， 靠}l△l一 

· 迭代 — l，2，⋯ 

1)计算 ] }'[c] ?’[ ] }． 十̂I ” 

5)由(6)式和(7)式得到等效剐度阵 ]} ?，等效载荷 *{ +△ )“ 

6)求解(8)式，得到第 步的增量 △z“ 

7)计算 △ ，嘏 即 
一 △z“ + 

撺△_一 nl△z‘ ～ dti— ds 

△【一 do△ z” ～ d： 一 d3 

收敛判断 

8)计算a— fl△z“ 一△z ” ／“△ “ }J ，若a≤ ，收敛转到步骤3，进行下一时间 

步计算{若 > ，继续迭代 ，转到步骤 4． 

3 Neumann级数 ——Newmark直接积分法 

从第 2节中，我们可以看到 ，非线性动力学方程的数值积分解法中，都要反复求解(5)式 

所示的线性方程组，并且 [ ] 是不断 变化的。我们知道在线性方程组的数值求解中，计 

算时问主要用于系数矩阵三角分解或者求逆 ，因此在非线性动力学方 程的数值积分解法中， 

若能缩短线性方程组的求解时间，则可提高非线性动力学方程的求解效率。 

在如第 2节所述的非线性动力学方程的分段线性化在 Newrnark直接积分解法中，我们 

将(8)式的求解采用Neumann级数解法。从第 2节的Newmark数值积分解法中，我们可以看 

到，对每一时间步 ，都要进行多次迭代，如果方程(8)式所示的 [ ]8 ?是不断变化的，我们 

可从将 ]H ?( ≥2)看作是‘[ ]f 迭加上-4,变化[△ ] } ，即 [ ]“ ?= ]出 

十 [△ ]￡忍 ． 
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于是方程(8)式变为： 

(E ] )A．+ [△ ]} )△ “ 一’{ H ) (1O) 

利用 Neumann级数可得： 

△ “ = (E ]f )叫(， +△I+ △．一 P + ⋯(一 1) △ ){ +△I)“-t (11) 

式中 P一 ( ]j ) [△ ]a 

实际计算中，一般只取 Netlma rl rl级数的前 3项即可获得足够精确的解。 

参照第 2节中非线性动力学方程的 Newmark直接积分解法步骤，可以得到如下的对非 

线性动力学方程的 m 级数 ——Newmark直接积分解法步骤如下 ： 
· 初始计算 

1)赋韧值 ，五， 。 

2)取 d≥ 0．5，Ⅱ≥ 0．25(0．5 H- ) ，选定 △ ， 

· 对每一时间步，做到步骤 8 

3)令 △ 0 一 0 

； 一 ， 础 一 ，础 一 

· 迭代 — l，2，⋯ 

d)计算 [』I，] 7．[c] ， ] ?，{ +a c ” 

5)由(6)式和(7)式得到等效刚度阵’ ]j }，等效载荷 *{ + f)fi--1) 

若 = l，记下‘ ]肆 

若 > l，计算 ]j }，即’[△K]} ?一‘[ ]j ?一‘ ]}{ 

6)对方程(8)求解，得到第 步的增量 △z“ 

具体做法为： 

若 — l，求出’ △I的逆阵，( ]薄 )～，井保存，且 △z“ 一 ( ]踔)△I)-。{ +△ 

若 > l，利用(I1)式求 △ “ 

后面的第 7，第 8步与第 2节中相同。 

在上面的解法中，由于利用了 Neumal3n级数 ，所以要求[△ ]相对于[ ]为一小量，因 

此在每一时间步的反复迭代中，用第一步的等效刚度阵作为[ ]，其它迭代步的等效刚度阵 

看作是在第一步的等效刚度阵上有增量[△ ]，这样，在整个求解过程中，每一时间步上都 

需要作一次矩阵求逆计算，在实际运算中，我们可以选取一个固定的[霄]阵，例如取初始时 

刻的等效刚度阵为 ]，其它时间步以及每一时间步上的平衡迭代中的等效刚度阵看作是 

[ ]上有增量 AEK]，这样，整个过解过程中就只需作一次矩阵[ ]的求逆计算，从而可 

更节省计算时间。显然这种方法对于弱非线性动力学方程是十分有效的，但是当 △[ ]相 

对[ ]不是小量时，需在 Neumann级数中多取几项 ，否则会影响计算精度。 

4 算 例 

如图 l所示的一均匀等载面悬臂梁，长 一900 cm，载面惯性矩 一 5．30 cm‘，重度 r= 

0．78×10。(kg／cm )；共分 9个单元 10个节点，井设第 ① 单元的弹性模量具有非线性特性 

F一 2．1× l0 (I+ I．0× vi) (ks／cm ) 
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式 中 为节点 2沿 y方 向的挠 度(以 cm计)；其余单元均 为线弹性 材料： 一 2．1× 

10‘(kg／em )；在端点 l0沿 r方向加一阶跃力 P(O，如图 2所示 求悬臂梁的动力响应。 

—  —  一  

‘’ 

图 l 悬臂粱 图 2 阶跃力 

用Newmark增量数值积分方法和 Neomann级数—— wmark直接分法分别计算悬臂粱 

的动力响应 取 a一 0．25，d一 0．5，△ 一 0．02 S，不计悬臂梁的阻尼，总共求解 l40步。为了 

比较 Neumann级数解法的精度，表 l列出了悬臂梁端点挠度响应值。 

表 l 节点 l0的挠度响应值 (cm) 

从表 l可见，Neumann级数 ——Newmark直接积分解法 ，具有相当高的精度 ，它与通常 

用的 Newmark增量迭代方法的解相比，误差不超过 2％．但是它具有高得多的效率 ，在本算 

例 中，求解 140步，用通常的Newmark增量迭代法，在 386微机上用 CPU时 300秒，而用笔者 

提 出的方法仅用CPU时 68秒 ；即可提高计算效率 4至 5倍。而且系统 自由度越大则本算法节 

省的机时越多，也越能体现本方法的优越性。用完 全类似 的步骤也可得到 Neumann级数 
— — wi1s。n一日直接积分解法等。 
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