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板材优化下料的数学模型的研究‘ 

A Study on the M athematical M odels for 

TWO Dimensional Guillotine Cullting—stock 

— 昱 连  ．壅 坚 。 刘 飞 窘 
Cai Zhengjun Gong 2ian L．u Fei L 

(重庆大学机械工程一幕，重庆，630044}第一作耆27岁．女．讲师．礓士) 丁 
‘ 

’。摘 要 对国内外已有的几种板材下料数学模型进行了舟析，指出了某些模型可能导 

致一些较好的韧始切割方式的漏选，有些模型单纯追求剩余面积最小的下料方式而使下料 

结果不适当。在此基础上建立了修正过的下料数学模型。该模型采用降维启发式法将二维 

问题转化为一维问题，其中初始切割方式的选 取综合考虑了最小剩余面积、待隶零件的相 

枥  
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ABsTRACT Based on the analysis and study on some existed models for two—dimensional 

Guillotine Cutting—Stock problem ，it is pointed out that some kinds of the models may miss so me 

go0d Cutting patterns，and some may result in inadequate so lutions because of only considering the 

pa tterns with the smallest waste．A kind of revised twc--dimensional cutting—stock models are devek 

oped，witieh transfort~ the two-dimensional problem into the one-dimensionat one usln$the dimen— 

sion—decreasing heuristic meth od  and whose initial patterns are co nsidered  co mprehensively·In this 

kind of mod els，not only the lea st waste ，but also the other constraints，such as the demands and the 

relative area  of the order plates are co nsidered ． 

KEYW ORDS Guillotine cutdng；optimization；knapsack—problem ；mathematical program— 

ming 

0 引 言 

优化下料，提高材料利用率，是国内外非常活跃的研究课题 。最常见的一类二维下料问 

题 (Two—dimensional Cutting—stock Problem)是把一定数量的大矩形板切割成所需要的各种规 

格大小和数量的小矩形 玻璃的下料和钢板、木板等的剪切下料就属于此类下料问题。 

由于切割工艺以及原材料性质的不同，大量切割需要 Guillotine切割，Guillotine切割定 
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义为；每次切割线平等于待切割矩形中的其中两边，并且连通待切割矩形的男两边。Guillo- 

tine切割也叫直通切割。玻璃切割及剪板机上剪切材料的切割就是 Guillotine切割最典型的 

例子。 

自60年代以来，国内外对 Guillotine下料问题的研究非常活跃 ，已取得不少的研究结论 

和研究成果 】．但是 ，通过对其中几种模型的分析．发现有些模型可能漏选一些较好的韧 

始下料方式，有些模型单纯追求剩余面积最小的下料方式而使总的下料结果不当。固而有必 

要对二维 Guillotine优化下料数学模型作进一步的研究。 

l 方案优化模型的确定 

下料问题模型主要由密切相关的两部分组成。第一部分为初始切割方式下的优化选取 

模型，第二部分为下料方案的优化模型。其中，后者是一种．大型线性规划模型。 

设现有原材料规格长为 ，宽为 W，待下料的零件规格为 m种，‘， (i= l，2，⋯，m)为第 

种规格零件的长、宽 为第 种零件需求量。 

要 进行合理下料，现有模型主要有两类。第一类是以原材料消耗总张数最少为 目标函 

数 】： 

I) rain ∑ 
j-l 

s．t． ∑ ≥ 1，⋯ 』=l，⋯，_ 

≈≥ 0 J— 1．．．·，̂ 

第二类是以残料总和最小为目标函数 ； 

i) rain ∑也 
】一 I 

s．t． ∑碥J ≥ |=l，⋯，，，l；J=l，⋯，# 
J— l 

， ≥ 0 j= l，⋯， 

式中 Oi$-~一 为第 J种切割方式切割出的第 ；种规格零件的数量 ； 

，一 为在一张原材料上采用第 』种切割方式后的剩余(或称残料)面积； 

≈—一 为决策变量 为获得用户所要求的各种规格零件的数量而使用第 j种切割方 

下料的原材张数。 

早期的研究伽 已指出 i类模型由于实质上只追求余量最小而没有充分考虑零件的配 

套性，用=F解决某些实际下料问题时可能会出现无解或虽然有解但其材料利用率很低等问 

题，因而{籍要把目标修正为等价于模型 1的目标的模型。另外，以上模型中，如果限制 为 

整数，则 可得到更好的结果，但太多文献采取舍弃 为整数这一条件，优选出下料方案后再 

人工调 ￡，造成一定程度的浪费，所以我们选择模型 I作为下料模型的方案优化模型，且加 

上 q为 睦数这一约束。 
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2 初始切割方式的优化选取模型的建立 

初始切割方式的确定是下料问题中至关重要的内容 如果要得到理论上的最优下料方 

案，就要求所有可行下料方式都进入线性规模模型的系数矩阵，但计算机的容量和速度决定 

了这种方法不可行。因为即使对于一维下料，下料方式的数量也相当巨大．如在 6 m的条材 

上套裁 4D种尺寸从600mm至 2400mm的零件 ，可行的下料方式总数就超过了一千万种，即 

使是 4种零件套裁，下料方式数量也非常巨大。而对于二维下料 ，下料方式不仅要 满足各下 

料件面积总和小于原材料面积．还要满足零件长、宽分别在原材料长、宽方向上 的套裁 ，因而 

二维下料方式远比一维下料复杂且数量大得多 所以，下科方式的选择是下料问题研究中国 

内外大量研究文献公认的难题之一。 

文献[1]采用带 AMT树的启发式方法，文献[5～ 7]，采用组合选优的列生成法优选出 

于下料方式。AMT树法具有简单易行 、优化速度快等优点，但是 ，由于其首先把零件分为几 

个不相容的子集，有时导致各子集问的零件不能套裁以及剩余面积没有加以利用，从而可能 

造成原材料的利用率不高。后一种方法在一定程度上是一种压缩枚举法，当零件规格(m)较 
9 

多时如 m一 10，就得到 a o= 1 022种下抖方式 ，计算机要解如此多决策变量的线性规划 
1 l 

问题是很困难的．因而研制的程序一般用于解决 m较小的下料问题 

怎样避免对所有下料方式的究举而叉能找到改进 目标函数值的下料方式?仔细分析．下 

料方式的产生类似于动态规划中的背包问题，通过解一个背包问题0 ． 

m ax ∑ ， 

s．t． ∑ ．*≤W 

．≥ 0，且为整数 

便可得到满足目标函数改进的下料方式(其中，蜀为模型 I在单纯形算法中基于某个基的 

影子价格系数 ，W．为所产生的板条宽度 为一种切割方式中所切出的第 种规格件的数 

量)，如果单纯解以上模型，由以下的分析结果，会发现由此得到的下料方式并不一定能保证 

得到最优结果。 

2．1 确定初始切割方式的模型修正 

下料问题中引进背包问题来确定初始切割方式，避免了对所有各种可能的初始切割方 

式的列举。背包问题的解对应一种切割方式，此解可作为一个列向量通过转轴运算进入基解 

矩阵，以获得改进的目标函数。为获得最优解就需要不断生成新的列向量直至获福 满意的结 

果 。 

首先，通过简单的方法获取在原材料上只下单一零件的下料方式 用 n 表示在原材上 

只下第 种规格零件的数量，则(0，⋯ ，⋯，0) 构成一种可行切割方式 用这种方 武构造单 

纯形表的初始可行基．模型 I的初始单纯形表可写为： 
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其中，负单位阵对应松弛变量。 

由于改进单纯形法易于获得影子价格向量 ，且其计算量可大为减小(当列数远大于行 

数时)，所以计算中采用改进单纯形法。另外，由以上的初始单纯形表，可以取初始可行基为 ： 

B 

ll 0 

0 、． 

； 

0 0 

算法步骤： 

j)构造上表所描述的初始单纯彤表，B为初始可行基； 

2)用改进单纯形法进行转轴变换，得到基于当前基的影子价格系数； 

3)解背包问题 ： 

m “ ∑鼠％ 

s．t． ∑ka ≤L 
可得新的切害I方式 

4)检验判别数是否全 ≥ 0，若是，得最优解，否则，新的切害I方式通过转轴运算进入基 

解矩阵，转 2)． 

在某些情况下，尺寸小的零件的组 合较尺寸大的零件参与的组 合具有更小的余废料，这 

样小尺寸零件先进人基解矩阵．导致后面的大尺寸零件无法与小尺寸零件套裁而造成了一 

定的浪费。 

同理 ，由于没有考虑零件本身的数量要求 ，当数量要求很小的零件恰好满足剩余面积最 

小的条件时，背包问题的初解中必然很少包含需求量很大的零件，此零件被逼到最后阶段决 

策，很可能仅靠剩余面积较大的单一下料方式得到，从而使总体 目标值增大。 

换言之，选取初始下料方式是为了追求所用原材料总数最小，这可看作一个两阶段决策 

问题 。前一阶段的状态和决策应和后一阶段的状态和决策共同构成最佳决策，后一阶段的决 

策和所需的下料件的数量直接有关。和下料件的面积相对大小问接有关。所以在选择初始切 

割方式时不能仅仅以剩余面积最小作为判别标准，还必须综合考虑下料件的相对面积大小， 

数量要求等因素。 

此外，如果不对一种零件出现在一种切害I方式中的次数加以限制，当遇到小数量的零件 

要求时，所选择出的方式中这种零件可能超出其需求量而导致此种方式无效。 

总之，利用背包问题选择初始切割方式，还应当综合考虑影响解的各种因素，所以这一 

阶段的模型可修正为 

0  

l  

0  0  ． O  

～ 一 ．、 ～ 一 

l  

0 一 O  0  

1  

．

O ； 0  D  

O  0  l  

一 ～ 、 ～ 一 

0  ； O  

O  0  

- _ _ _ _ _ _ _ __ _ _ _ _ _ _ _ __ _ ， _ _ _ J  

o  o ；  
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假设 为零件 ；出现在一种下料方式中的次数的上限， 为零件中尺寸最大者的编号， 

Q为待排零件数量最多者的编号，则 

1)初始可行解变为 d — rain{IN'r(W／W )， } 

2)相应的初始切割方式的选择：a．应满足下式： 

max ∑鼠 

s． ∑ 一m≤ 
l 

∞≤ 

ⅡP+ dq≥ 1 

d．≥ 0，且为整数 i— l，⋯，m 

2．2 降维启发式法 

前述模型中提到“板条”的概念，其来源于把适用于一维下料的背包问题模型引伸到二 

维下料的方式选择中而提出的一种降维启发式方法 ，即通过形成“板条 而把二维下料降为 
一 维下料的启发式方法。 

板材区别于条板在于在两个垂直方向上都有长度要求。如果能把零件成组看待 ，使得零 

件组的一个方向的长度近似于原材料的长(或宽)方向的长度，而使零件组的另一个方向在 

原材料的宽(或长)方向套裁，那么“板材”就变成了。条材”，这种零件组就称为板条(strips)． 

2．2．1 候选板条的形成过程 

将单一零件的长、宽 (̂，u,D分别在原材上排列，且令 ： 

— min{R．，int(L／1．)}； 

一 rain{H．，int(L／ )) 

设板条的长为 ，宽为 ，则取 

五 — max(‘m．，to,·tel：) 

．
一  

～ - 、 

Itol，当 一 ‘·m． 

如下图 1(a)，(b)所示； 

同理 ，如果使得板 条的长与原材料 的宽相近，如图 1(c)、(d)所示，即 — rain{ ， 

int(W／／O}，m：一rain{ ，int( ／ )}，取 一m“似·m．， · )，背包问题的约束条件相应修 

成为s．t_ ∑ ≤L，所得初始切割方式也作为可行解。 
2．2．2 剩余面积的处理 

由于“板条”的长度 不一定等于原材料的长或宽，如图 1(a)，(b)，(c)，就会在 方向 
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W 

f 
— — — —  

_ — —  

囝 1 板条生成示意圉 

(或 W方向)产生余量，如果所有余量集中到一起 ，形成一个于区域 ，假如该区域满足一门槛 

值 ，则可把这个子区域作为一个子问题来处理。如果子区域不满足，则可动态地调整剩余面 

积，便能得到使 d更小的下料方式。 

圉 2 板条动态调整示意圉 

图 2(a)为所选出的一下料方式 ，阴影部分为剩余面积，在其固定时便无法排板条 4，但 

如果动态地调整板条 3，使其减少一块变成板条 3 ，则可排下板条 d，剩余面积： 

则 d降低。 

3 结 论 

本文分析了现有的某几类二维 Guillotine下料模型，采用降维启发式法使二维下料问题 

降为一维下料问题处理 ，指出下料问题的第一阶段应综合考虑背包问题所得解的属性 ，所建 

立的二维下料模型如下： 

1)下料方案的优化模型： 
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m ln 

s．t． ∑ ≥ i=1，⋯，m 

≥ 0，且为整数 ； 』一 1，⋯， 

2)决定 的模型为：对于任一 J，有 

∑ 
1。 l 

s．t． ∑ ．。 ≤W s_t． 

． 

≤ ． 或者 

+ ％ ≥ 1 

％≥ 0，且为整数 

； = 1 ·⋯ ·m  

∑ 西 
●一 1 

∑ ．．矗≤L 

lJ≤ ． 

幽 + 如 ≥ 1 

≥ 0，且为整数 

i= l。⋯ 。m 

其中， 一， 是通过形成板条而把二维问题降为一维问题而得到的，从而使优化结果 

进一步得到改善。 
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