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摘 要 介绍了母小波和完全小波系的概念．详述 了它们 的数字特征。给出了连续小漩 

变换、离散小渡变换和二进离散小波变换的定义井参考 R 空间的矢量表达武导 出了它们的 

搬  

征 ； ⋯ 篇 关键词』E 照塞兰 ：垫墨 数字特征；尘堕 塑 逆小波变换 ‘． ， ： 中国图书资料分类法分类号n{l15 小’ 刀’ 
cre七e wavelet transforms are given，and their inverse transforms are deduced with reference to the 

0 引 言 

于小波函数具局部化特性、多尺度性和“数学显微”(“变焦”)特性 ，使得小波变换很好 

的解决了非平稳信号分析的问题 从本文开始我们将陆续发表一系列有关小波分析在信号 

处理中的应用方面的研究成果。笔者将首先从信号处理的角度对小波分析作一简要的论述。 

1 母小波 

一 实变量时间函数 ( )(一。。< < 。。， ∈ )，若其具衰减性和波动性即满足条件 
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』I (c)l m—o (波动性) 

『 o≤ <专 
一

1 I】i1≤ ≤l 

式(3)称 Haar母小波，图象如图 1 

图 1 I-[aar母小波 

0 t为其余 

s 
鲁  

{。 | 
、√ 0 ＼／厂 I 

图 2 墨西哥帽状母小波 

(3) 

倒 2 函数 

础)：去 __(1 l一 e， (一o。< <o。) (4) 
称为墨西哥帽状母小波，如图 2所示。 

若母小波可作富氏变换并记作 (。)，则有 

(山)一 I节( )e (5) 
!一 

例如墨西哥帽状母小波的富氏变换为 

去 {』 [(1--e)e 
一 — 一 { (6) 

其图象如图 3所示。 

由式(6)和图 3见，墨西哥帽状母小波的富氏变换有 (0)一 0、 (∞)为一带通滤波器。 

( )和 (m)的性态由如下数字特征描述。 

一 』 (c)I ／II )II 
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式中 

li ( ) 是 (￡)的范数 

0)：l (￡)l I ／lI ( ) 

II ( )lj 一 I I (￡)l dt 

』 I (m)I dm／II ( )}l。 

一 {f(。一 ： )÷ 如) 

(8) 

(9) 

(1O) 

(11) 

式中 

II灿)II 一j 曲 (12) 
ll (m)ll是 (m)的范数 。这里我们称(￡ ， )为 ( )在时频坐标平面。如上的中心点；A 一 

× 为 ( )在 。咖平面上开的窗El，其中 为 ( )的时宽， 为频宽见图 d． 

至 

八  
图 3 墨西哥帽状母小渡的富氏变换 图 4 cb6．st~平 面上的窗口 

这里约定 ．； 0 (13) 

显见，上述中心点和窗口描述了母小波函数在 。如平面上局部化情况。 

2 完全小波系 

对母小波施以伸缩和平移可得展缩小波函数 ．。(￡)为 

)I{： =R--。 ⋯ 

配入因子 {使范数 ll啦
． 

一 ll 式中n为伸缩因子，6为平移因子，改变 n或 6或使 

九．·( )成为一函数系称为完全小波系。对完全小波系中任一小波函数都可引入其对应的 中 

心点和窗El来描述其局部化状态。 

若将 ．·( )的中心点记为( ．)·窗 El记为( ．．× 
． 

)并作如下定义 

赶 一 一 
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其中 

l I机， ( )I dt／ll机．a(￡)ll 

一  l I缸． ( ) 

一 I 

． 

一 f 

dt／ 缸． (∞) I 

1( 一 )I杠． ( ) df1 ／I 幽． ( ) 

(1 5) 

(i 6) 

(17) 

)I缸， ( )I d 1 ／I ，a( )11 (18) 

五 (∞)0 一 

注意到式(15)中，若 n> 0则有 

又 

故 

注意到 

其中 

又 

l￡I礼．。( )I df 

机． (￡)ll = l I I{ 

(音 

l I杠． (￡)I de 

1 

．。(∞)I d0】 

1 。l 川 

1一 

÷ 1dc 

(÷一告)一II帕圳 

．
一 6 

缸． ( )一 I I÷e“ ( ) 

e一“I— i 

五， ( )ll {e ( )I I{e (n )d。 

i (n ) (n )d( )一 ll ( )II z 

(19) 

(20) 

(21) 

f  二 8 d 

6 一d 
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所以 

可见 

窗口为 

l I氟． ( )I 』一I ( I ( = ( ) 

∞  
． 1
一 ∞· ／ 

． (f)的中心为( ∞‘ )一 (6， ／ ) 

(22) 

(23) 

； 

r．1 一 【 J“ 6) I ， (￡)I d{J ／|1啦 (幻I 

： (H nd『 J){／ ㈣ 
．

：  f( 】)÷／ ㈣“ 
= aA． (24) 

一 ( 训叫÷̈ 扎c。 

一

i J 

=  ／ 

故窗口面积为 

(n。一 ) I ( 。)I。吉d( 。)】 ／II ( ) 

· 一  
． -
× 一 、·× = COnSt 

一  。 E警匹Z==五工 

冈 图 

图 5 小渡系的中心和窗口 

(25) 

(26) 

仅由 ( )决定而与 n，b无关。 

式(21)、(22)将 oab(a> 0)半平面满映到 。￡ ( > 0)半平面，调整 d， 可得到 中心化于 

。( > O)上任一点的小波函数，故称 ． ( )为完全小 波系。 
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t ．与 
．。
依赖于参数 n的变化如图 5所示。低频域上 

． 

自动变宽 ． 
．  

自动变窄。 

式(27)和(28)为墨西哥帽状母小波生成的完全小波系及其富氏变换 

祝． ( ) ， 万2 一{[ 一{ 门唧[一( ] 

氟，。(。)： ⋯ } {( 
3 

(28) 

图6( )，(6)分别示出6=0． 取整数值时机和 ．o( )和五．o(。)的时、频函数图象。 

主 

4= 2．0 

|‘ K 
、 I八／ ‘ 

： 1．0 

图 6 墨西哥帽状小渡系的时频图 

3 信号的连续小波变换 。] 

设信号 ，( )是 ( )空间的元素，即 

，( )∈ ( )； I I，( ) <。。 

，(z)的连续小波正变换定义为 

W (口，b)=(，( )。咖．。( ))一 f，( )_I， ( )出 J 

= 』删 I 】df 

(29) 

(30) 

由于给定 ( )为实函数，上式中咖．．( )的共轭-_．。( )可用 (t)代替。 ( ，6)是二元函 

数，随母小波的选取而改变 见图 7(a)，它亦可称为信号，( )在时频参数 ，b域上的二维图 

像·或叫做 Y(D在给定母小波下的时频谱密度。 

试将 ，(n，6)与信号的富氏变换 ( )作一比较， (。)是 ，( )在频域上的一柱图象。放 

在时频域上则 为一维面，见图 7(b)，这样的图象 只有一张，而 ( ，6)则是一般曲线且随 

( )而异，可见小波变换有更强的信号分析潜力。需要说明小波变换的信号分析潜力在连续 

小波逆变换建立之后方能充分展现。 
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， 

^  

e2 

图 7 时频谱和富氏谱 图 8 R 空问中的矢量表示 

图 8表示 空间的矢量 ， ； 为 的正交标架(或基底)，(矿占。)( )分别为 在邑和 

；：上的投影(内积)，由这二内积可表示出 

一 < 邑> +(琏 >； (31) 

如果在 中再引入单位矢 ，则邑 线性相关 ，这时仍可用( )( 一 1，2，3)表示 ，但 

它们必须加权 ， ． a，即有 

．  

一 ∑c．(芘) (32) 

推广上面的讨论可建立式 (30)的逆变换式。 

这里首先将也 ( )(a，b∈ )看作是 ( )中的基矢 ，它对应于；。、玉、毛有连续统的势 ．设 

．·(￡)中含有 ( )的标架-并且对应于 、；z是规范正交的，故可推测信号 ，( )可以通过 

(，(￡)，杠，·(￡))的加权积分表示出来 ，于是便得到如式(33)所示的逆变换式 

m)一J J (砌) (f)d 6 (33) 
式中 

一  I l山l l (∞)l d∞ (3d) 

为权因子。 

式(33)作为连续小波逆变换式，其正确性可将其代入式(30)和(3d)并证明两者为恒等 

来加以检验。 

，。 一 -『 l，(∞)e (aco)dco· ÷ ) 
一  J c。 ； 川 )e 川 

一  J警 )；( e ( 10 

一 
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』 l 』 ‰ 

n一击 c 啬 f ㈨ 
一 ，(f) (验毕) 

需要注意式(33)的运用必须满足条件 

C。< oo 

此条件称为母小波容许条件 ，选用母小波时应予以检查 

4 2基离散小波变换 

(35) 

为了使完全小波系{嗽． ( ) 6∈ }含有 Le(R)的规范正交标架。应对完全小波系加以 

限制，即令 d一 2 ，6一 2 ，于是 ． ( )退化为 

札．。“)一 2 (2 f— ) 

m，口∈ z 

fI一 

一 ●一3-2一1 0 J 2 3 4- 

—  

图 9 参数平面上小渡系的中心分布图 

(36) 

称为 2一基离散小波系，m， 叫做离散时频参数和 { ．。(f))不同 ，{ ． )不再具有连续统 

的势，而是可数无穷的 

{机．．( ))的中心，在 om 平面上为点(m，n)即网线交点，见图 9，是均匀离散在 一 的平 

面上，在0一z Ⅱ一6平面上中心为( ，6)，由图9中黑点表示，它们不再是均匀离散的，d值越小， 

即频率越高时．中心分布越密，这特别有利于分析信号的高频成份。 

将(36)代入(30)，立即得 出连续小波变换 (a．b)在离散点(m，n)处的值 

．．
一  l，( )机．．(f) (m， ∈z) (37) 

式(37)称为信号 ，(z)的 2一基离散小波正交换。 

求 2一基小波逆变换，比求连续小波逆变换要简结得多，因为可以不涉及加权的问题。 
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2一基离散小波系{札，。(￡)：m ∈Z)是 L in)的空间完备小波系 

规范正交基 ： 

J】 #=f J “ 如 “Ⅺ 一i 0 ≠f 

m．n．z∈ Z 

由式(31)可写出 2一基离散小波逆变换式为 

，( )=∑ ．扎( ) 

其正确性可检验于下 ：以 啦． it)乘以式(39)并对 ￡积分可得 

f，“) (州 ∑ f机_l( ) ∽dc 
： 一 ∈5 = 

即它们构成 L ( )的 

(38) 

(39) 

由式(37)和(38)可知上式是恒等的，故有 。一 1r|．这里称 

^{札．．0)l：H∈ z) (40) 

为 2一基子小波系，由它张成的空间记为 ．显然它是 L (R)的子空间或称 m阶小波空间．又 

称 

· ^( )=∑W一如．．it) 441) 
-∈ Z 

为 2一基小波正变换{ — ∈z)对信号 Sit)的贡献，于是式(39)可改写成 

Sit)一∑ (̂￡) (d2) 

寻求式i38)的 2一基离散小波系是小波分析的基本问题 。现已确知 ，存在时频域上同 

时具有良好局部化的母小波 (￡)，由它生成的 2一基离散小波系(36)构成 L (R)的规范正交 

基 。 

从应用的角度看，只要选用好母小波及 由母小波生成的 2一基离散完备小波系，就可运 

用式(37)和(41)及 (42)对信号作小波分析 了。 
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