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双侧区间松弛法的进一步研究 
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A摘要给出一种解非线性方程组的区间松弛法，其每件比有关文献的条件弱．但得出 
了同样的结论。此外．还给出了解存在的两个充分条件以及收敛速度比较定理，并给出一种 

选取较“大”的非负、非奇异左下逆矩阵 P以使收敛速度加快的方法 
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ABSTRACT An interval relaxation method to solve system of nonlinear equations is dis- 

cus刚 in this paper．The conditions is weaker than the related reference．But th e conclusion is the 

fame．Besides．two sufficient conditions are given for the existence of solutions．A speed comparasion 

theorem is prsented ．too．Finally．an illustrative exam ple is also given． 

KEYW ORDS system of nonlinear equations；interval iteration method：relaxation method  

0 弓I 言 

在文E33中研究了如下方程组 

，0) 0． ∈ R。 

的双侧区间松弛解法 ，其中，( )是从 到 R。的连续映射。它要求函数 ，( )满足 

，( )一 ，(z)≤ ( — z)， ‘ 。≤ z≤ ≤ 。 

(1) 

(2) 

并要求矩阵^存在非负逆矩阵P．然而 ，这是一个非常强的条件。通常只有象 一矩阵那样特 

殊的矩阵才有非负逆。因此．该方法的适用范围受到了极大地限制 。在考虑问题(1)的求解 

问题时．为了更加实用，我们提出了一个较一般的条件．至多只要求 (2)中的 存̂在非负满秩 

的左下逆 由于一般的矩阵都存在非负满秩的左下逆 ，而不一定存在非负逆 ，故条件较弱 ，但 

笔者得出了文E33中同样的结论。此外．还给出了(1)有解和无解的两个充分条件以及收敛 

速度的比较定理。并给出了一个选择较 太 非负左下逆使收敛速度更快的分法 。 

有关区间分析的基本概念均可在E53中找到 ，这里不予赘述。在下面的讨论中．我们将 

用到序区间( ， )一 { l z≤ ”≤ ， ． ， ∈ R。)和如下的区间算子： 
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<￡， >= (￡一 ∞P，( )． 一 ∞P，( )) 

其中： ∈ (0+1]．P≥ O．P∈ ( )且非奇异。 

1 基本定理 

(3) 

定理 l 设 ，( )在 ( ． >上连续且存在非负，满秩的矩阵 P∈ L(A。)，使 ，：／t。一 ／t。的 

，(￡)满足 ： 

P(，( )一，(￡))≤ 一 ．当 ≤ ￡≤ ≤ (4) 

1)若 A( ． >n < 。， >= ，则 ，(￡)一 0在< 。， 。)上无解 

2)若 A( ． ) ( 。． >则 

① ，(￡)一 0在< 。． )上有解。 

③ 设( 卜 ． _。>一 ( ， )，(z。． 。>一n( ， )，则， )一 0在( 。 )上的任何 
⋯  

解 =。有 = ∈ < ， 。)． 

证明：1)由于(1)之解等价于 

￡一 ( )一 一 ∞Ⅳ( )+ ∞∈ (O，1] 

的解，且当 ≤ ≤ ≤ 。时有： 

( 一 ，( ))一 (￡一 ∞町 ( )) 

一 ( 一 ￡)～ ∞P(，( )一 ，(￡))≥ (1一 ∞)( 一 )≥ 0 

．I| 可定义区间算子(3)． 

当 ∈ < ，y。)时 ，／t(￡． >一 ( ) 

． ／t( ， )是 (￡)在( ， >上的区间扩张 。 

又设 ( ， 。) (￡， >．则 

一 ∞玎 ( )一 (￡一 ∞町  )) 

一 ( 一 )一 ∞P(，( )一 ，(￡))≥ (1一 ∞)(一 一 )≥ 0 

同理有： 

一  P，( )一 ( 一 町̂ ( ))≤ 0 

． A<￡。， 。>∈ A<￡， > 

即； ， )是 ( )在( ． )上的具有包含单调性的区问扩张。 

． 若 < ，矿)n <￡。． 。)一 ，则(1)在 < ， 。>内无解。否则，设，(￡)一 0在< )内 

有解 z’∈ ( ， >，由 A(z， >之包含单调性可知 ； 
。

= ( )∈ < 。， ) 

． 。∈ < ， )n < ，矿>≠ 

这 同假定 A( ． )n < ， 。)= 矛盾 ．．。．1)成立 。 

2)① ’ A<￡， )是r )的具有包含单调性 的区间扩张 ，且A< ， 。> < ． 。>，所以对往 
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何 ∈ ( ，Y。)均有 r( )∈ < ，Y。) <z。， >．即 r(z)是映( ，扩)到它 自身的连续映射。由 

Bl'ouweF不动点原理可知 ： (z)在< ， )上有不动点 =‘． 

又 ‘ P∈ L( )非奇异且 m≠ 0．．‘． ‘是(1)在( ， )上的解 

② ’．。(z’，Y’>= R<z。，Y。) < ． ) 

由R<z， >的包含单调性可知：对R=0，1．2，⋯有 

． 必有 z‘， ∈ ( ，Y。)且 z‘≤ 使 

(z。．Y‘)一 n< ， ) 

设 ：。是 ，( )= 0在<z。．Y。)上的任意解 ，则 

： = r0 )∈ (z。， >= (z ，y > 

用归纳法可知，对 = 0，1，2，⋯．有 

： ∈ < ． > 

． 。·∈ < ·， ·)： < ·． )．即 2)成立 。 
‘ D 

推论 l 设 ，(z)在( ，y0)上连续且有 ∈ ，J( )，使 

，( )一 ，( )≤ A(y一 )，当 ≤ z≤ Y≤ 时 (5) 

若 存在非负、满秩的左下逆 P∈ L( )，则定理 1的结论均成立。 

推论中的矩阵 还可减弱为A(x， )．只要当 ≤ ≤ ≤ 时，有非负、满秩的P使 (z 

· )≤ ，，则结论同样成立。此外，我们还有 

定理 2 若定理 1 2)成立，还有 0∈ L( )使 

且 

P(，( )一 ，( ))≥ 0( 一 )， ≤ z≤ ≤ 

p(，一 n )< 1 

则方程(1)在( ， >上存在唯一解 z。，而且对于任何 ：0∈ <z ，矿)，由迭代 

“ 一 ：|一 09P，( )． = 0，1．2，·· 

产生的序列{ )都有 = 

(6) 

(7) 
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证明：因为对定理 l中的( _。， > ( ． ) 

有 
一  = 一 一 cop(f(~ )一 f(z )) 

≤ (，一 )( 一 )≤ (，一 ) ( 一 ) 

又 由(7)可知： lim(，一 ) 一 0． ．有 

Iim ( 一 )一 0 
‘ 

再由 P的非奇异性 ．(1)在( ．矿>上有唯一解 ∈n(一， )．事实上．对任意的 =’∈ 

( ， )，由 的定义和算子 R的性质有 

一 一 ∞P，(z。)一 r(：。)∈ ( ． 。> (z。． 。) 

由归纳法易证 ： ∈ ( ， )， 一 0．1，2．⋯．所 有 l 一 ：‘I≤ 一 ．因此 

若由(3)定义的 (z． )满足： ‘ ．扩) ( ， )，则只要我们用 (z) 

理 l和 2中的 ，(z)，上面之讨论仍然成立。 

lirrl ：= ： ． 

，( )代替定 

若 R( ， ) (z。． )且R( ， )垂 《 ．矿)．这时由上面的定理，我们得不出任何结论。 

因此有 

定理 3 设 ，(z)在( ， )上连续且(d)式成立 ．又设 R( ， )垂 ( · )，令 

(z ． )一 ( ， )n ( ． > (8) 

则 ① 若有 jv> 0，使 R( ． )n ( ， )一 ．则(1)在( ． )上无解。 

② 若存在 Ⅳ> 0使下列条件之一满足： 

) ( ， )n ( ， 。) (z ， ) 

6) ( ， )n ( ． ) ( ， ) 

则(1)在( ， )上有解。且当 一 0．1．2，⋯ 时，下面两个迭代序列： 

对 于 )： 一 = 一 凸】P，( ) =口一 z 

对 于 b)： =l 一 一 P，( ) ：。一 

均收敛于(1)在 ( ， )上的一个解。 

证明；① 用反证法。设 = 是(1)在( ，矿)上的解 园(4)成立．由定理 1的证明可知 ： 

(z， )是 r(z)一z一 P，(z)的具有单调包含性质的区间扩张。 ．=’一r(z‘)∈ ( ，扩)· 

即 ； 

： ∈ ( ． )n ( ． )一 (一， ) 

设 ： ∈ ( ．矿>，则 = 一r(：。)∈ ( ， )． ．： ∈ ( _。，矿 )．由归纳法可知： 

：‘ ∈ ( ， )． = 0．1．2．⋯ 

由此可知：R( ． )n ( ， )一 (z⋯ ， )≠ ．这和已知矛盾 故 ① 成立。 

② n)设存在 N> 0使 R< ． )n< ， ) ( ， 。)．下面用归纳法证明：对 一0·l一 

2．⋯  
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<z⋯  ， ～  >n (z。． ) <z～ ，扩> 

‘

．‘ ‘z⋯ ， )n ( ．扩)一 <z ． )n (，， )n < ， ) 

<z ． >n (z ， > <z ．扩) 

．

’

．  
= O时．(9)成立 ， 

设 ≥ O时(9)式成立．刚 + l时： 

<z“ 。． >n ( ， 。) 

=  (z 一 ． 一  )n ‘z⋯ 一， )n <z。． > 

( 一  ， 一 )n ( 一  ． > (zH卜 ，扩> 

所以(9)对一切 

因此 

0．1．2．⋯ 均成立 

≤ z ≤ z ≤ — O．I，2，、· 

lim 一 ：。∈ ( ， 。> 

(9) 

又由( 一．扩¨)一 (z ， )n ( ． >和 ≥ N时． ≤ z 知： 

= z 一 0 ( ) ≥ 

由，(z)的连续性和 P的非奇性质有 ： 

lirnf(z⋯ )一 ，(：’)= 0 ．．．② )成立 
‘ - *  

同理可证 6)时也成立。 

推论 2 设定理 3的条件成立．且(6)和(7)也成立．若由(8)定义的(z ， )当 Ⅳ> O使 

(z ， > ( ． > 

则(1)在( ， )上有唯一解。 

证明 由定理 2即得 

2 速度分析 

记 

定理 4 设 ，(z)满足定理 1之条件． 是另一个使(6)成立且 P≤ 的非负满秩矩阵 

(z， ) (z一 ∞P，(z)， 一 P，( )) 

( ， >一 耳( ， )， <10， >一 ( ，扩> 

当 (z。， > ( ， >时．则对固定的 ∈ (O．1]有 

( ． ) ( ． ) 一 0，1，2，⋯ 

证明： ’( ． >= < ， )， ． = O时(1O)成立。 

设 ≥ 0有(； ， > < ， >．则 + 1时：由定理 1知： 

( ，扩> (z ， > 

¨  卜  一  
一  

+ o) (z )一 ，( ) 

≥ 一 + d (，( )一 ，( )) 

(1O) 
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同理可证明 

一 (1一 ∞)( )≥ 0 

～
一 y ≤ 0 

(；．， ) ( ， ) 孟： 0，1．2，⋯⋯ 证毕 

同样，对固定 P和不同的参数 ．又有 

定理 5 设，(z)满足定理 1的条件，对使( )成立的固定 P，取 ， ∈ (0，1]，。 ≤ 
． 

令 

(z， >： 0 一 ．f (z)， 一 虮盯 ( )) i= 1，2 

(z|+ ， >= P(z ． ) = l，2 

若 

( 。，矿) ( ． ) 

则 

(z ． ) ( ． ) — O．1，2，⋯ 

证明：其证明方法类似于定理 ． 

从以上两个定理可知：要使收敛速度较快 ，我们要选择较大的 和 P．由于推论 l是常用 

的结论，如何选择较大的非负满秩的左下逆矩阵 P使收敛较快，变得十分重要
。为此有： 

定理 6 是 的一个非负左下逆，则 

1)P = (21一 P̂4)PI t一 0．1．2．⋯ 

都是 A的非负左下逆，且 P‘≤ P̂+ 

2)又若 P 满秩·且使(，一 )的特征根 ， ，⋯， 有 ≠一 1．其中 一 1，2，⋯． 

，m = 1．2，⋯  

则 1)中的 PI( 一 0，1，2’．．·)都是满秩的 

证明：其证明见[5]． 

3 数值例子 

，： --
一1 J z一㈡ 

求， )=。在( )中之解。其中 =(：) ={：)．取 
。? ) 

一 ( ：。 ； ) 一f一1 ，。一 。) 
易证 ： (，( )一 ，(z))≤ 一 z i— 1．2 

尸‘(，( )一 ，(z))≥ ( 一 z) i— l，2． ≤ z≤ y≤ y。 

且 p(，一 )< l ；= 1，2 

因此 ，( )一 0在( ，扩)上有唯一解 =‘．且对于任意 ∈ ( ， >．=⋯ 一 一R，( ) 

t= 1，2都收敛到这个解 ：’．以下是取不同的 P 和 P 时对应庠列的比拧结巽 (=-： 
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(0．35991366，0．282384 d6) ) 

(I)取 ： (0，0) ，co： 1 

① 。 ) ： Ⅲ0) 
薯 

： 3 0．354 169 2 0．274 992 8 0．359 053 5 0．281 358 5l 

： 7 0．359 857 55 0．282 313 59 0．359 91 2 68 0．282 383 29 

— l1 0．399 913 64 0．282 383 dd 0．359 91 3 66 0．282 38 4 d6 

一 1 4 0．359 913 6d 0．282 384 d4 

一 16 0．359 913 66 0．282 384 d6 

(I)取 ：。一 (0．4，0．5) ，∞： l 

① 。?。) 一 ； ) 
爿 连 是 

}一 3 0．364 609 09 0．288 229 12 0．362 028 d 0．282 646 47 

}一 7 0．359 959 13 0．282 dd1 89 0．359 916 1 0．282 384 76 

}一 10 0．359 915 07 0．282 386 24 0．359 913 66 0．282 384 48 

}一 11 0．359 91 4 10 0．282 385 02 0．359 913 66 0．282 384 46 

}一 16 0．359 91 3 66 ．282 384 d6 

分析 ：在以上 I)和 I)中，当我们用各 自的 1)和 2)比较时．可发现 2)中所出现的序 

列均比 1)中的收敛得快，注意到有 P。≤P 且 m— l，因此同定理 d的结论一致。即：P越大． 

其收敛速度越快。 

在 I)中．由于 一 (0．d，0．5) ，f(z。)： (一 0．05，0．84) 

． ，( ) 0，f(z。) 0，因此[d]中的方法不能求出， )： 0，在 ( ， >的解。但这里却收敛 

较快。这充分说明定理 2的重要性 。 
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