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摘 要 讨论 了由小波奄换精确重建原信号的充要条件 以厦滤波器系数的 精确对重 

建信号的影响。采用 Daubechies紧支集规范正交小渡基 ．推导了二进小波鸾换滤波器 满足 

边界对称条件 时能精确重建原信号的蓖围．也讨论了边界误差厦其消除的方法．实验结果证 

实 7所得 的结论 。 
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ABSTRACT This paper discusses the sufficient and neces sary condition and the effect of the 

inaccurateness of filter coefficients on the reconstructed sisha1．As an illustration，the Daubechles 

normal orthogonal bases of compa ctly supported wavelets are u；~ed in deriving the range of accurate 

reconstruction when the boundary symmetry is not satisfied．The problem about boundary error and 

its elimination are also discussed ．Expe rimeqt results have verified the conclusions． 
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1 问题的引出 

对于一个给定的数字信号 ) ∈ 可 证明：存在着连续信号 ，(￡)∈L ( )使 。一 

，-X" ( )，其中 (·)是小波变换中多分辨分析的尺度函数，“*”代表卷积．记 

( )一 2-J (2一 )， (z)一 2一 (2一 ) 

r 

，( )一 ， (2)一 I，( )2-j (2 ( — ))dr 

r 

W ftz)一， (2)一j，(f)2一， (2一，(z一￡))出 (1) 

这里 ( )为小波基函数 ，则 ，( )，W ，( )分别称为连续函数 ，( )的多分辨分析和二进小 

波变换，当 z取离散值 n∈ 时，W ，( )称为数字信号{ ．}一 的第 』级离散二进小波变换 。 

· 收文 日期 1995-】l-27 
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设 (∞)、 (∞)分别代表 ( )、妒fz)的富氏变换，则 (。)、 (。)应满足 

(2 )一玎( )亩(。) 

舀(2 )一 (m)岳( ) (2) 

由(2)式可推得小波变换的递推算法 ： 

f(z)一 S 一 f(z 2 f) 
E 

，( )一 ，( 2 f) J— l～ J (3) 
E 

【2)(3)式中H(m)、。(m)为共轭镜像滤波器．H(∞)一∑  ̂一， ( )一∑ ． ～ 
∈ 

当(3)式中 z取离散值 ⋯ ．n∈：时．得到离散信号小波变换的递推公式； 

S ，( )一 s f( 2r_。 ) 
： 

w ，(̈)一 >： s 一 ，( 2 ) J— l～ J (4) 

约定当 J一 0时的 ．，( )-二d．：由小波变换重建原信号的反变换公式为： 

，(n)一∑ ，( +2j,，)一∑ ’ ，( +2r ) (5) 
rE- r∈ 

由于实际进行计算时 是取有限值．不妨取 0～ — l的 L个整数并记作 E F0，L 

1]：．需要说明的是．Maltat塔式算法中每次滤波后要进行 2 1亚抽样 ．而为了便于 比较各级 

变换的信号 ，(4)式未进行亚抽样。在实验中发现 ，对于 ， ，以的取值区间是有限长的情形， 

用公式 (5)重建的信号不一定与原信号精确相等 ，尤其是在原信号的跃变处和边界附近 ，产 

生很大的失真 ，这对信号分析、识别和数据压缩是非常不利的 ，因为信号的跃变处携带有原 

信号很重要的特征信息，例如，在图像中。它代表了图像的轮廓边缘 。根据小波变换的 Maltat 

塔式算法和多分辨分析思想，小波变换最终体现在滤波器对信号的滤波上 。分析失真的原因 

主要有 下面 两个 ； 

1)滤波器不满足精确重建条件 

2)滤波器不满足边界对称性条件 

下面公式推导 中，对任一复 函数 ，，用 表示 ，的共轭 ；ffl表示 ，的模 }i表示复 数 

／二1． 

2 精确重建的条件及其检验 

由于 z取值 E Z，由 s ( )及 W ，( )精确重建原信号 。，(z)的充要条件是： 

H( ) + l (m)l 一 l (6) 

H(∞) 而 + H(∞+ ) =一 一 0 (7) 

当取 G( )一一 日(。+ )e 时(6)(7)式化简为 ； 

fH(∞)l + lG(∞+ 1)l 一 l (8) 

因此可甩(6)(7)式或(8)式作为判定能否由小波变换精确重建原信号的一个充要条件 而 

对于文献 [1]的情形，其重建公式变为： 

s 一 ，( )一∑ ．s ，(n一2 )+∑ " ，(n 2 一 ) 
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判定其精确重建原信号的必要条件为： 

IⅣ(∞) + K(∞) (∞)= l (9) 

这里给出两种小波函数滤波的实验结果，第一种是Daubechies紧支集规范正交基当 一4时 

的情形， (∞)=一万 _ e⋯ ．即 一 (一 j) ．_．，其 ／ h．，／ ．的取值如丧中所示。 

Daubechies小波滤波器系数 v／j 及 v／j 的取值表 

输入信号 

fsin(2 ／4) 

d。一  l 

0≤ < (3／8)L 

(3／8)L≤ N< (1／2)L 

sin( ) (1／2)L≤ N< L 

输入信号、重建信号及二者之差 的̂波形图示于图 l，可 见除边界附近外 ，在其他区域都 

能够精确重建原信号。 

c】 

圈 1 原始信号( )，由 Daubtx'hie~滤波器得到的重建信号( )及二 者之差(r】 

第二种滤波器取 自文献[1]， ～  ̂分别为 0．125．0．375，0．375，0．125 ～ ．分别为 
一

2，2；k一3～ 分别为 0．007 812 5．0．05 685．0．17l 875，一 0．17l 875，一 0．005 468 5， 
一

0．007 812 5；其原始输入信号、重建信号及二者之差示于图 2． ． 

由图 2可见重建信号在信号跃变处产生了寄生振荡，而图 l则没有 ，这是因为图 l所采 

用的 的富氏变换 H( )满足(8)式，而图 2的 H( )、 ( )、K( )不完全满足(9)式，此时 

IH( )I + K(c0)G( )是一个在 l附近波动的复数．因而不能精确重建原信号 。 

从图 l和图 2中可看到，虽然第一种滤波器在信号跃变处重建的信号优于第二种滤波 

器，但在边界处 ，第一种滤波器的结果却大大劣于第二种，其原因是它不满足边界对称条件 
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(c) 

图 2 原始信号 (a ，由第二种滤波器得到的重建信号( )及二者之盖 (r) 

3 边界对称性条件 

在有限长信号小波变换 中．为了比较不同小波基的特性 ，往往要选用不同的小波基．它 

们有的满 足边 界对称条件．有的 则不 满足，例 如本文 中第一种情 况的 Daubechies．小波 的 

． Ⅳ(。)不满足边界对称条件，因而得到的小波变换结果有很大的边界误差。为了研 究信号的 

某些特征(如观察图 1中信号突变处的性能)，只有在没有边界误差的区域得出的结果才是 

准确的，否则便无法区别到底是信号本身的特性还是 由边界失真造成的错误结论 。因此，有 

必要求出边界失真的最大范围 

此外，为了用小波变换实现数据压缩 ，必须使各级小波变换后的数据总量之和不超过原 

始输入信号 o，(”)一 。，n∈ [0，，J 1] 的数据个数 L．众所周知 ，长度分别为 L的输入信号 

d。与长度为 的滤波器 h。卷积后总长度应为 L+ l，也就是说 ， 长度只可能增加而不 

会减少。但如果 d．是长度 的周期信号或周期为 2L但满足 ； 

f 一． n< 0 
· i 2一 L≤”<2L 。 

则卷积后的输出信号周期仍不改变。为减小边界误差，有 5种对边界进行延拓的方法 ．但 

常 用的有两种 ，一种是对 {矗)I∈[ -1]进行周期延拓 ，另一种是按 (10)式对其进行对称周期 

延拓 。文献[3]指出大多数情况下选用对称周期延拓的性能更优于周期延拓 。但需要注意的 

是经过 卷积后的 s，，(n 不一定再是边界对称的，只有当 

Ⅳ(∞)= H(∞) 或等价地 一。= (11) 

满足时 ，s，，(n)才具有对称周期性质，因此称式(11)为边界对称性条件 实际上式(儿)意味 

着 Ⅳ( )的相位为零 ，或等价地，h。对称于 一 0点。 

可 以验证 ，上面第二种小波变换的 Ⅳ( )、G(co)、 ( )是线性相位的．经适当处理后(见 

下节)可使其满足边界对称性条件 ，因此在边界处的误差(实际上由不满足精确重建条件引 

起)远小于信号跳变处的误差，而第一种小波变换在边界处有明显的误差，因它不满足边界 

对 称 条件。当 ， 不满足边界 对称 条件时 ．为了推导受边 界不 对称影响的 区域 ，不妨 以 
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Daubechies紧支集规范正交小波基为例．此时，h 的 ∈[0．2N一1]：，9'l的 ￡∈E--2N+ 2，1] 

d．的 ∈ Eo，L— 1] ． 

H(∞)一f 1 尸(e )，将式(d)(5)重写如下： 

s f( 一∑ s f(R一2，一Ln (】2) 

W ，(N)= s 一-，( + 2 ￡) 』一 l～ J (13) 
⋯ 2 2 

2 l l 

Sj-i，(N)一∑)l! ，(N 4-2J-I )+ ∑ W ，( +2j t￡) (1 4) 
tE 0 — 2 + ： 

若每次变换后都只保 留 ∈ [0，L— 1]：的 L个变换结果 ，则从 (12)(1 3)式可见，当 < 

2一 f或 ≥ L+2 明十都将假定前一级变换结果 s ，f )具有边界对称性 ，因此这些 ，( ) 

都是不可靠的，令 

nL— max max {2j f)̈ 一 2 一 2 
J∈[1 J 1]． ∈[0·2 L．U[一2 +：1]． 

月一 rain rain {L+ 2j ) 一 L一 2 (̂ 一 j) 
J∈[I—J 1]．r∈[0-2 l：。u[一z +2 1]。 

在重建原信号时若 n<一 2J-ll或 ≥ L一 2J-I 时，也要分别假定 8 ( )、̈ (”)具有边 

界对 称性 ，令 

月L —  m aX m aX 

jC-：L J] ∈[O·2 1] U[一2N 2 

月 m ln 1T1ln 

J∈[L· ： ∈[0—2lv_I] U：一2N+2 
{L一 2 }f'l= L一 2 (Ⅳ 一 2 ) 

Jv — m~t．x{ ， ̂ L)一 2 N ～ 2 ． ： rain{ ， )一 L一 2 N + 2 

因此 ，能够精确重建原信号的最小范围应是{ + l， 一 1]j． 

实验发现 ．当信号相关性很强 ．例如，在边界附近等于常数时，即使滤波器不满足边界对 

称条件 ，重建信号在边界附近也没有误差，因此 ，为了避免信号 自身相关性的影响 ．使结果具 

有普遍性 ，我们采用了长度 L一512，均匀分布于[一 0．5，0．5]的白噪声信号作实验 ，其结果 

示于图 3，这里 J一 3．L= 512．N一 4．因此 N 一 儿2． 一 d00需要注意，图中误差的范围 

约小于我们推导的范围，这是因为文中推导的是可能的最大范围之故 。 

对于二维可分离小渡变换的情形．类似地可推出其精确重建原信号的区域为[̂ + 1， 

Ⅳ 一 1]× [ + l，N 一 1] 

0 

司 

0 3 d 

) (6) 

图 3 白噪声 原信号(a)以及它与小波变换后重 建信号之羞(b) 
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4 边界误差的消除 

4 l 不进行亚抽样时边界误差的消除 

设每次变换后部 只保留O～ L一 1的 L个数据 ，若 Ⅳ(∞)、G( )、 ( )是线性相关的 ．即； 

Ⅳ(∞)一 {Ⅳ( ) ，d(邮)= IG(∞) ．K(u)一 1 c∞)1 e⋯ ，其中 为常数，为了使边界对 

称性 条件(11)得副满足 ，夸 

Hl(町)=；H (fJ】)e_。 ，G (∞)：=G(时)e⋯ ”，Kl(∞)： (∞)e一  (1 5) 

若 H( )、G(∞)、 (∞)满足精确重建条件 ，则不难验证 H (∞)、o (∞)、K (∞)仍然满足，且叉满 

足边界对称条件(n)，因此可在数据长度有限的情况下按下述方法消除重建信号在边界附 

近的误差，式(i5)的时域形式为扣 ( )一 (￡一 )、 ( )一 p(f— T)，k (f)一 ( Jn T)，代入 

(12)～ (̈ )式并化简后得到 

，(K)一 2：hl(f)s 一 f 一2 f) (1 6) 

w’ ，( )一 2 ( ) ，( 一2 ，) (1 7) 
E } 

一 】 (")：∑h ( ) ，( 一2 一 ，)+∑h( )矸 ，(H+2 一 ) (1 8) 
t ‘∈ 

s ，(H)一 ，(n 4-2 T) (19) 

’ ，( )一 w’ ，( ～ 2一 t) (20) 

其中u、I’、窜分别为 h ( )、 ( ( )不为零的区间 式(1 6)～ (19)岳勺物理意义在于：若分别 

用 仃z( )、G-( )、K (珊)代表 Ⅳ( )、G( )、 (∞)进行滤波后 ，只需对滤波结果移位 2 ，就 

得到实际的小渡变换结果 w ，( )和多分辨分折 ，，( )．在重建时可由 ，(“)、W ，( )恢 复 

，( )，从而可在数据长度有限的情况下消除重建信号在边界附近的误差 

上面第二种情况是 H( )、G( )、 (。)为线性相位且 一一 1／2的情况；实验表 明，在边 

界处确实能精确重建原信号 上面推导中争 K(m)一 雨 即得到 Daubechies紧支集规范正 

交小波的情形 

当 玎( )、G( )的相位是非线性 时、由于滤滤器对不同频率成分时延不同、因而不能用 

上述方法消除重建信号边界误差 ，根据本文第 3节的推导 ，其精确重建原信号的最小范围应 

是 [̂ + l，Ⅳ 一 1]：． 

4．2 亚抽样时的边界误差 

在用小波变换实现数据压缩时，需对变换后的结果再进行 2 t l亚抽样。对常用的 ( ) 

：一e～ )的情形 、即使 Ⅳ( )是线性相关的 ，也不能完全消除边界失真 。／4( )为线 

性相位的好处是使边界失真范围仅在一个点内(每变换一次)。不妨假定 玎(∞ 的相移为零 

(若不为零可用 ．1的方法使其为零而不影响结论的正确性) 此时 

H( )一 l (∞)l、 

G(∞)=一 e～ l __葡 l， 
= (～ 1)卜‘疔J一． 

也即 ( )相移为 ( )一∞ 信号，(n)经过外后的时延为 一1．图4画出了信号，( )、，( ) 

边界延拓得到的 ， ( )及 ， (”)经 滤波后的波形 w’，( )．若只保留 W，(n)的 0～ L— l的 
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一 段数据，则重建原信号时是按图 d中的 W。，( ) 

方式对 H1，( )进行边界延拓 ．显然重建信号在边 

界附近的值是与原信号不同 。 

如 果保留 H ( )的[J， ] 的一段数据，则可 

正确恢复原信号 但 2，l亚抽样时按 Mallat塔式 

算法有 (考虑一级小波变换 ) 

{，(N)一 A{f(n)h(m一2 )一 ∑ (ra)h(m～2N) 

{，( )一 ∑ 珥，(“)g(m一2N)一 ∑ d(m)9(m一2 ) 

其中 f，、 ，(j一 0，1)分别表示第 』次小波变换 ． 

井对其进行 2 t 1亚抽样的结果，左边界处的抽样 

点示 于图 4中的 ，f )，用 空心 圈表示。显然 ． 

w，(̂)在 ： 1点的信息被丢失了，即使用本文 

4．1节 中的方法也无法得到第 l点的信号。且在重 

建 时 对 。f(n)的边 界 延 拓 变 成 了 图 J中 的 

H一·，( )；显然在边界处的延拓与实际不符．故重建 

的信号在边界处仍具有失真。 } ̂ 二二 
5 结 论 

1)小波变 换 中的滤 波 器 传递 函数 ／／(co)、 = _。_ 

0(。)、 (。)不满 足精确重建条件是导致 重建信 

号在跃变处产生寄生振荡的一个重要原因。 

2)在有限长数据 的情 况下为了消除边界误 围4 数据压缩时的边界延拓 

差应选用 H(m)= H(∞)、 ( )一 0(∞)、K(∞)： 

(o)或线性相位滤波器 ，使其满足边界对称条件。 

3)当滤波器不满足边界对称条件时，其精确重建信号的最小范围是[JY + 1，N ～ 1]． 

4)当对小波 变换 后的数据进行 2 t 1亚抽 样并令 0( )=一 e～ 百 —干— 时，即 使 

日( )、0(m)是线性相位的，仍无法完全消除边界误差 ，但可使边界误差范围最小。 
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