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／ 
， 摘 要 用推广的 L-B(Laplace—Beltrami)算子建立外微分形式新的边值问题，并给出其 

解的唯一性定理。将结果用于静态电磁场，可得到有唯一解的相应边值 问题新 的一般表达形 

式。 
． 
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ABSTRACT New boundary value problems associated with general L—B olm ator and theo— 

rems of uniqueness of their corresponding solutions are given．Applying these resul~ to static electro 

magnetic fields，new formulations of boundary value problelxls are derived． 

KEYW ORDS boundary—value problems；static state electromagnetic fields／ L B operator 

0 引 言 

场论中的标量和矢量可以统一地由外 微分形式 (或微分形式)表示 ．相应地 ．Laplace算 

子则由更一般的 Laplace—Beltrami算子(以下简称 L—B算子)代替。利用同调、相对同调等概念 

和相应的理论方法，可以对由L-B算子形成的边值问题作简单而直接的研究。5O年代．数学 

界曾对这类边值问题作过广泛深入的探讨[J]。 

然而 ，Laplace算子和L-B算子部只能描述均匀媒质中的电磁场。这一局限性使得人们 

无法利用优越的数学工具对较复杂的电磁场边值问题作一般的研究 。笔者将 L B算子作进 
一

步推广 ，使之能用于非均匀媒质中场的描述 。建立关于外微分形式的新边值问题，并由此 

得到有唯一解的静态电磁场边值问题。 
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l L—B算子及其推广 

将外微分算子和余微分算子分别记为d和 6．剐 L B算子表为 

它将任一 形式(即 P次外微分形式)映射成另一个 P一形式 。 

现在引入空间坐标的标量函数 > 0．推广的 LB算子定义为 

— d( )+ 6(划 ) 

显然．当 一 l时， 即为 △． 

设 ，国2均 为 形式．则可以证明在区域 0(其边界为 a0)上．有 

(S ∞l， ) 一 (Kd n】l，d )口+ ( 6 ， 2)口 

+f ’( 。)̂ (* )一卜 ( )̂ ’(* ) 

(2) 

(3) 

式中 ( ， )。表示区域 0上的内积 ； 为 pull—back算子 ；*为 Hodge星算子 。称式(3)为 

算子 的 Grin第一恒等式。 ． 

由式(3)的边界积分项可以定义四个边界算子： 

一  
‘

，重 = ( ‘柏 )， 一 ( *d)， 一 ( ’* ) (4) 

则 Green公式(3)可改写为 

( ，啦)。=< got*d~2) 一<如 ． ) +』  ̂ — f A 。J】 

2 新边值问题 

设 n】为 形式，0为三维有界域 ；其边界为 a0．算子 的第 一类(Dirichlet)和第二类 

(Neumann)边值 问题分别定义为 

f n】= in 0 ( ) 

l 一 ，丘)『∞一 OR a0 (印) 

和 

』 一 in。 (6) 
l 彳 一 以． CO一 011 a0 

下面考察边值问题 (5)和 (6)的特例。 
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1) 。为 0形式。此时m与场论中的标量 对应 ．式(5)和式 (6)分别与下列两类边值问 

题等价 ； 。 

r ‘‘ (7) 
l 一 让  

和 

』 一 (8) 
l f ／ )一 t／， 

也就是说 ，0一形式的新边值问题可以与静态场标量位的两类边值问题相同。 

2) m为 1一形式 。此时 m与场论中的矢量 A对应。则式(5)和式 (6)分别与下列两类边 

值问题等价： 

fV×(H ×A) (H ·A)一J I
n × A — K_． ．A 一 ， 

。 

和 

f ×( V×A) ( ·A)一J {n × ( × ^)一 u，．n ．A 一 。 

和 

然而对静磁场而言．其矢量位 A的第一、二类边值问题却分别是 

f 引 一 ⋯) l
n × A — KI 

3 解的唯一性 

f × ( × A)一 J 
【n × ( × A)一 (12) 

现在对上述两类边值问题 (5)和(6)建立其解的唯一性定理 。设边值问题(5)和(6)的 

齐次解为 ． 

引理 3．1 q 为调和场，即满足 

d~o0— 0，6~o0— 0 ’ 

事实上 ，在 GteeE1公式 (3)中令 ~oI一 一 ‰，并代入齐次的控制方程和边界条件 ．有 

(~doJo．d‰ )口+ (g&o0，̂‰ )口一 0 

因 > 0，由内积的正定性立即可得 dq 一 0．6c∞一 0。即 为调和场 。 

引理 3．2 对任一调和场 m，如果给定齐次边值 璺m一 0，且具相对 p一周期为零．即 

』∞一0． ∈ ，(。，ao)，1≤ ≤ (。，a。) 
’ 

- 

则在 。内有 ∞一 0．式中， ，(o，ao)为相对 同调群． (o， )为其 Betti数。 

引理 3．3 对任一调和场 ，如果给定其齐次边值 m一 0，并且其 一周期为零，即 
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』∞一0， ∈Ⅳ，(口)，l≤ ≤ (口) 
‘ 

则在 口内有 m= 0．式中．H，(口)为(绝对) 一同调群， ，(口)为其 Betti数 

利用上述三个引理可以证 明新边值问题解的唯一性定理。 

定理 3．1 给定 p 形式 的相对 P 周期 ： 

卜 ．：：EⅣ(口． )．1≤ ≤ (0， ) (13) 
则边值问题(5)的解是唯一的。 

事实上 ，式 (5)的齐次解(mo)为调和场(引理 3．1)，因此由式 (56)和式(13)可知． 满足 

doe = 0． = 0 

一 0， 0— 0 

』铀一o． ∈Ⅳ(口， )．1≤ ≤ (D,3Q) 

故由引理 3．2知 一 0，从而式 (5)的解为唯一。定理得证 。 

定理 3．2 给定 p一形式 的 p一周期： 

j∞一 ， ：∈Ⅳ(口)，l≤ ≤ (口) 
C 

则边值问题(6)的解是唯一的。证 明的方法与定理 (3．1)相似 ，这里略去。 

4 应 用 

静态电磁场边值问题一直受到工程界的重视 特别是对矢量位的边值问题 ，从理论和数 

值分析两个方面都作了较深入的探c寸[ 

已经看到 ，0一形式的边值与标量位的边值 问题完全相同，因此这 里着重讨论 1一形式的 

情形 ，它对矢量位的边值问题有直接 的意义。对 l一形式来说 ，边值问题 (5)和(6)分 别成为 

(9)和(10)．现在取 Coulomb规范，即令 ·A = 0，则由定理 3．1和 3．2可以直接导出下面 

两个 定 理 ： 

定理 4．1 矢量位的第一类边值问题 

若给定 

刚其解是唯一的 

× ( × A )一 J， ·A 一 0 

n X A — ． ·A — K，= 0 

I A ·dl一 ， -∈ H(9，ag)，1≤ ≤ (口，a口) 

(1 4a) 

(1 db) 

(1 4c) 
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定理 4．2 对于矢量位的第二类边值问题 

× (* × A)一 J， ·A 一 0 

n × (M X A )一 U ，n ·A 一 

若给定 

』A·dl一 ， ∈汀(。)，l≤ ≤ ，(。) 
则其解是唯一的。 

对于一个 由镯环表面 和其 内部的闭面 所围成 

的多连通静磁场 区域．式 (1 4c>和式 (15c)中各 自的积分 

路径 和 如图 中所 示。此 情况下．A 的相对 l一周 期 
r r 

I A·dl无明确的物理意义，但A的1一周期 l A·dl则 
J J 

表示穿过循环表面内轮奔线所葡曲面 的磁通量。 

(15a) 

(15b) 

(1 c) 

多连通静磁场区域示意图 

应当指出，式(1 4c)和式 (15c)是对场域拓扑性质的 

限制 ，它是保证解唯一所必需的。此外 ，新边值 问题 (14)和 (15)既具有物理意义又比边值问 

题(ii)和(12)更一般。文献[3]、[d]利用矢量空间的方法得到了相似的结果。 

5 结 论 

L B算子推广后 ，能用于非均匀媒质中电磁场的描述，拓宽了其应用范围 用推广的 L-B 

算子构造的新边值问题(5)和 (6)，其解在一定条件下是唯一的。 

O一形式的新边值问题与静态场中标量位的边值问题相 同，而 l一形式的新边值问题却不 

同于静磁场中矢量位的边值问题 。尽管如此 ．在 Coulomb规范下 ，新边值 问题可以有物理意 

义 静态场中矢量位(场)的第一和第二类边值问题分别具有式(14)和式 (15)所示的一般形 

式。 
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