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解约束优化问题的一类广义共轭方向法 
— — 一 种几何处理。 ／ 
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摘 要 运用微分几何方法将无约柬最优化 中的共轭方向法推广到约束最优化问题 

上。在约束子流形上诱导了一类新 的仿射联络使原来 的约束最优化问题转化为约束流形上 

的无约束的局部二次规划 问题。在此基础上定义并构造 了一类广义共轭方向，并证明了原约 

束优化问题 的极值 点必位于上述共轭方向所形成的测地 线上且可在有限步内达到它。从而 

形成了具有广义共轭方 向的一种曲线搜索算法。 
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共轭方向 

2 

^BSTR^( he conjugate direction method for solving the unconstrained optimization prob- 

lem ig extended to solving the co nstrained  optim ization problem by method of differentiai geomtry． 

By inducing a new class of affine co nnections on a co nstrained sub-manifold，the primary con- 

strained  optimization problem is co nverted to a uncon~rained local quadratic programm ing oroblem． 

Based on the definition and construction of a new class of generailzed conjl1gate directions，it is 

proved  that optimum value of the primary co nstrained  optim ization problem fmlst be located on the 

geodesic line which is formed by the con扣gate directions mentioned above and can be reached within 

fin!to searching step．Therefore a new curve search algorithm with generalized conjugate directions js 

put forward． 
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0 引 言 

考虑极小化正定二次函数问题： ． 

· 收文 I：1期 1996-03-20 
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min口( )={ +6 +c ∈ (1) 
其中 ∈ 对称正定，b∈ ，c∈ ．向量组 '．．·， 满足关系； 

= 0 ≠ 』 (2) 

则称此向量组关于矩阵 共轭 。从任意初始点 ’出发，依次措 个共轭方向p “m 并经过 

精确线性搜索，则至多 次即可到达口( )的极小点。此方法简明、收敛快，是解无约束二次规 

划中极为重要的方法。虽然对非二次规划的无约束优化问题没有给出共轭方向的概念，但是 

对二次函数生成共轭方向的算法在用于非二次函数极小化问题时却获得了极大的成功，形 

成了无约束优化 问题中的一大类方法 —— 共轭方向型算法。 

共轭方向的概念来源于线性代数方程组的求解。它的首次出现是在 Fox等人的文章 

中[j】，以后相继出现的如 Hc；stenes等创立共轭梯度法[”，Davidon提出的变尺度法啪，Fletcher 

和 Powell等人的著名的 DFP的方法[|】，Huang关于变尺度法的统一处理 等工作都对共轭 

方向的应用起到了推波助澜的作用．形成了可统一称之为梯度型算法的一大类方法。它们在 

无约束优化问题中具有重要的地位。这类方法一旦用于求解二次规划时也自动地生成了共 

轭方向。 

共轭方向法 由于其方法简单、收敛快而受到人们的重视，近年来已被推广到并行计算之 

中而剖立了伪共轭方 向 及块共轭方向口 等概念。 

Medowell在[8]中提出了一类广义共轭方向的概念以求解无约束函数极小化问题。他的 

作法与一般作者所采用的思路不同。通常情况下人们的算法设计都是在不改变函数定义空 

间的欧氏平直几何结构前提下进行的，所进行的求导、平行移动等概念也都是在欧氏空间的 

通常意义下进行的，容易为大多数人所接受。Medowell在[9]中利用目标函数作工具在其定 

义空间引入了一种新 的平坦的无挠率的仿射联络 ，在此联络下日标函数将具有局部二次函 

数的特征，从而措着广义的负梯度方向可以在有限步 内达到函数的极小点。不过此时函数的 

Taylor展开及负梯度方向等均是在协变馓分运算下完成的。在[9]中Medowell进一步利用了 

函数在新联络下的局部二次函数特性而定义了广义共轭方向的概念，将二次函数极小化的 

共轭方向法推广到一般无约束函数优化问题上。 

对于约束优化问题通常有两种处理方式。其一是将约束条件用某种方式纳入到目标函 

数之中变成无约 束优化问题，如拉格朗日乘子法 ，罚函数法等均属于此类。其二是利用约束 

流形上的某种切向量场，在给定的初始条件下沿着向量场的积分曲线进行搜索以收敛到函 

数的极小点。投影梯度法是其中较著名的一种。C．A．BotsarisE10,11]则在更一般的情形下选取 

了约束流形上的一类特殊的切向量场并给出了曲线搜索路径。在[】1]中他所给的切向量场 

具有测地向量场的特征，其搜索路径是约束流形上的一条测地线。但这一测地线是在约束流 

形作为 之正则子流形情况下给出的。虽然直观上易于理解但其计算复杂且不具有二次函 

数那样在有限步内收敛的特征。 

笔者在[12]中利用 lVTedowell的思想及馓分子流形的诱导联络技术(参[15])，在约束流 

形上 目标函数的极小点 附̂近建立了一类特殊的仿射联络，它使原来的约束优化问题变为 

流形上的无约束优化问题且具有局部二次函数的特征。本文中笔者进一步利用上述两个特 

点提出了一类广义的共轭方向，从而将共轭方 向的思想推广到了约束优化问题上。 

值得一提的是，讨论流形上的最优化问题是一个历史较久的问题。通常也叫大范围最优 
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化或大范围变分的问题。最早的大范围变分问题之一是关于黎曼流形上测地线的存在问 

题 另一类问题则是由流形上微分方程组所定义的最优控制问题。从数学意义上讲，这是 
一 种约束变分问题。对这一问题 Hestene~，M．R1950年已证明了它的撅大值原理，1958年 

Pontryagin再次独立地给出了该原理并以Pontryagin的名字命名，根据极大值原理可将此最 

优控制问题转化一个数学规划问题““，这应当说是研究流形上数学规划问题的起点。 

1 预备知识 

设一'．．·， 为流形 M上的局部坐标，r为流形上的一种联络，{ 。l ， ，￡一l’．．·， )代表 

r的分量，设 表示 M上的一个切向量场，对于局部坐标( )它有分量 ，则 p关于联络 r的 

协变导数具有分量： 。 

。一 +∑n ． (3) 

设 g表示 1一形式场，其分量记为 go，则 g关于联络 r的协变导数的分量为 

． 一 著一∑ (4) 

设 ，是从流形 M一 的可微函数，在 M的局部坐标内，函数 ，关于联络 F的一阶和二 

阶协变导数分别为t 

n一筹 (5) 
一  一 ∑ (6) 

设 z( )代表 M上 一条 司散 曲线 ， 为足义在 ( )上的 向量场 ，则 p措 看 ( )的协变 导数 

定义为： 

dt=∑ 。 (7) ⋯出 ’ 

结 合(3)，(7)可得 ； 

dt= dt+∑凡 dt (8) ’‘一‘ 、 

如果 一 0则称 沿着 ( )平行移动。如果 z(1)⋯ ⋯ 一d
a

z

‘
沿 ( )平行移动则称 z( ) 

为 M 上的测地线 ，从(8)可 知测地线方 程为如下二阶微分方 程组 ： 

+ 凡( )( 】一。 c。 

还可以定义任意张量场的协变微分及沿血线 ( )平移的概念，详细的请参看[I5]。 
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2 约束优化问题广义共轭方向的导出 

本文的工作是建筑在如下定理基础之上的。 

定理 l[‘ 设，∈c‘( )井具有正定的Hesse矩阵且有唯一的极小点 ，̂则在 上存在 
一

种平坦联络 ，使得在 的̂一个邻域 Ⅳ中 

i，}I8对称正定 (10) 

I，}Im：0 (儿) 
今考虑如下约束最优化问题 ； 

f miny(z) ∈ (12) I 
s_t． (￡)一 0 

其 中，∈ ( ，R。)， ∈ C‘( ， ) 珥< H．又在可行域 一 {￡∈ I ( )一 0)上恒有 

rankJg(z)=m，从而 构成 中的一个-一m维子流形，我们稚它为约柬子流形。设，有对 

称正定的 Hesse矩阵且在 上有唯一极小点 ^为 ，在 上的限制。设(州 ^一 l'．I·， )和 

( I =1．．．·，*一m)分别代表 中的坐标与 中的局部坐标， 的方程表示为一一 (矿)． 

以下约定甩希腊字母代表 中点坐标的分量指标，甩拉丁字母表示 中点坐标分量的指 

标 ，并规定如无特别说明当上下指标相同时则表示求和。 

定理 2[1 设为 为̂ ，在 上的极小点，{ J ， ，”：1．．．·， )代表定理 l中所界定的 

的仿射联络，则在 上点 的̂一个邻域内可以诱导一个仿射联络{ J ，6，c—l，⋯， 一m) 

满足如下条件； 

1)该联络是平坦的无挠率的联络 ； 

2)( )I曲构成一个对称正定矩阵I 

3)(，|)I曲c一 0 (13) 

由上述第三条和第二条可以看出在 的̂一个小邻域内，在协变微分的意义下 ，．具有局 

部二次函数的特征“ 且具有对称正定的Hesse矩阵[(̂ )I曲]．原约柬优化问题(12)即转化 

为一个局部的无约柬二次函数的极小化问题。因此对它引入广义共轭方向是可能的。 

最初作者拟利用 上的联络引入广义共轭方向再诱导到 中去。但随即发现这样作虽 

然是可能办到的，但其过程相当复杂而且不易满足广义共轭方向所要求的全部条件。后改为 

甩(，．)}曲本身井利用s midt正交化方法定义了广义共轭方向。 

任取 上的一组线性独立的切向量场 L⋯ 它们满足 

( ) ·= 0， f! l，⋯ ，H— m， d，6= l，⋯ ，≈一 r，． (1 4) 

由于 是-一m维流形，故每个 ‘均为*一m维向量。 

夸 

“ )= ZI 

一 客 篙 Ⅲ ●。_r 。⋯一⋯⋯’ 
l— l，⋯ ，R— m — l 

http://www.cqvip.com


第 19卷第 6期 抒万年 等 解约束优化问题的一类广义共轭方向法—— 一种几何处理 

定理 3 由条件(1 4)(15)所定义的向量场 (1)'．t·， ( —m)满足如下条件 

( )． 一 0 ． 

(̂ ) ，( )矿(』)= 0 i≠ 』 

(̂ ) ，( )矿(』)> 0 一 』 

证 先证(16) 

，(1)． 一 (日)． = 0 

(16) 

(17) 

(18) 

一c⋯ 一 ( ¨ 黼 m刁 
其中后二项中的第一项为标量函数之微分 ，故为普通导数 。由(13)(1 4)得： 

( 碍 )． 
一 ( 寒鬻 ． 
一  ! 幽 堡± ±! !竺 ： 璺± ± 盘 !竺] l竖± !! 

(，．)；∞]，(I)，(I) 

；ac]p [(， ) 。(I)，(I)] 一  
= U 

从而由归纳假设可得 f(i+ 1)． 一 0 

再证(17)，先设 一 2，』一 l 

( )；曲 (2) (1) f(1)[(，P)} (2) 

(1)㈨ 删[ )] 
一  ( )[(̂ )；曲]f2— ( )[(，t；曲] c ， 

一 。 

设 j< 时有 (，-)． ，(i) (』)一 o，当 j< + l时有 

(，-)，-，( + 1)A( )一 ，(』)[(̂ )；舯] 0+ 1) 

(，r)l伽 一窨 镌 )[(m删 ) 

= (j [(̂，；曲] + ； j f!； ； ； ，(j，[(̂)； a] ( ) 
一 0 

(18)是显然成立的。(17)，(18)表明向量场 ，(1)，t．·， (4一m)对推广了的Hesse矩阵[(̂ ) 

曲]共轭．故称为广义共轭方向。 

定理 4 由(1 4)(15)所定义的共轭向量组 (1)，⋯，，(4一 m)线性独立。 

定理 5 设 ∈ ≠ ，̂ 为 中满足如下关 蔡： 

9·。。= 0 

(̂ )． I ： (Ⅱ0) 

(10) 

(20) 

的 l一形式场，又 = ( )是 中的在联络{n )之下的一条测地线，它过点 且在 。处切 

于向量 r；则函数 ，-关于 的偏微分在该测地线上将满足如下关系： 
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筹一 +f( ) 
其中 (f)是向量 r 沿该测地线的平移。 

证 令 

)一 一“ f∑(̂)}d ‘(￡) 

(21) 

对 bo( )沿测地线微分 ： ． 

D 一 等 
一 ĉ ； 一 一薹ĉ r ． 

一  (薹ĉ - dt +蓦ĉ J 
一 薹cfo) 一薹ĉ —c。 
一 0 

故 ( )是沿测地线的常向量。由乩(D)一 (fA}nI 一 (u。)= O，即得定理 3结论。 

由 (fD；曲 是二 阶协 变常张量场及 条件 (16)和(19)，这蕴含 着对 每个 i，如 ( )和 

( )． ( ) ( )都是常标量场 ，因此可以定义 一 m个常数 ‘ 

m一一 ( )／( )。- ( ) ( ) (22) 

= 1，⋯ ，H— m 

定理 6 利用 。构造反变向量场 

r-一∑ ( ) (23) 

则从 ，中任一点 u。出发以 为切向量的曲线 ( )必为 上之测地线。 

事实上 ，由于 r为曲线 (f)之切向量，对 r-沿 ( )微分； 

； r：。 = ，，c 一 o —面 一 ； = ” ¨J，。面 一 

aP ( )沿 ( )平行移动， ( )为测地线。 

定理 7 设 在 上之极小点为 。̂又 (￡)为过初始 uo(uo≠ )̂且切于 向量场 一 

∑ ( )的测地线： 

J 一 i
--

苎1
． 

【 (o)一∑ 。 (i)I"o 

则 必̂在该测地线上且 h一 (1)． 

证 因为 (f)是测地线(定理 6)又由(21) 

m  ￡ ⋯  
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= ∑ ( )+￡∑(，-)l (￡) ( ) 
● _．6 

= ∑ ( )+￡∑( )；ab∑ ( ) ( ) 
● ●．6 ● 

= ∑ ( )+n ∑ (I)矿(I) (由共轭性) 

令 = l，并将  ̂的表达式代入上式最末一项即得 

∑等 )一0 一 ．’’ 一m 

记 =(筹．’．·， )，P=(，(1)，⋯， ( —m))，(25)式表明 
P = 0 

由 (1)．’．·， (≈一 r，．)线性 独立 ，P为满秩矩 阵，故 rank 一 0，所以有 

由 h之唯一性有 h= "(1) 

3 算法概要 

= 0 a一 ．．，*一 m 

1)对函数的H 矩阵Ⅳ=[ ]作分解 一 ，求出 =( ) 
2)求向量 

A，一 ( 一 )， r= 1，⋯ ， 

3)解方程组 

A，．-一 n ·A⋯ = 0 

求得 ，， ， ， = l，⋯ ，≈． 

4)计算 ，． ， 

5)由约束条件 计算 
一 ( - ， 2 ) 

u 求出 

B f‘ 蜉l一(目．’．．， ，⋯，鼠一 ) 

令 

6)计算 

(，-)；d一 研，，̂ 

( )tab= B~Brf，舢  

7)取一组线性独立向量场 l ．．'‘一 ∈ 一 满足 

( )．·= 0 i= l，⋯ ，≈一 '，l，d， b= 1．⋯ ，≈一 

，(1)= Ii 

一 ~+i--客焉 c⋯，⋯一m 

(25) 
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8)计算 

“ 一 一  

(̂)／(̂ )#n6r(i)矿( ) (̂一 1，⋯ ，"一 ) 

9)解方程 

I dt一 ) l 一
．

⋯  

1 (0)= 。 

【 ‘(0)一∑  ̂矿( )Ita 

得 (f)，则 ^一 “(1) 
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