
1996年 11月 重魔太学学报 (自鼎科学版) 

蒂 l9卷第 6期 Jou rnal of Chongqing University(Natural ScOnce Edition) 

VoI．19．№ ．6 

NOV．1996 

f f7 
U  ． 

哈拉里图的可靠性分析‘ 

Analysis of Reliability of the Harary Graph 

何 中 市。 扬 晓 帆。 易 东。
p f 

何 中 市0 扬 晓 帆0 易 东。 ’ 

He Zhongshi Yang Xiaofan Yi Dong 

(①t庆太学景蜣工程A应甩挂学景．重鹿，63OO“，0计算机研究所，第一作者 3l岁．男 ．酎教授 ，博士生) 

摘 要 在图的顶点相互独立地以常数概率失效的情况下，图的可靠度定义为删除失 

效顶点及与之相关联的边所得到的图连通的慨率。对一类具有最佳连通性的图—— 哈拉里 

图，得到可靠度 的界。并分析了可靠度 的渐近性质。 

关键词 旦墨垦- 里塑 堕擅里垦 
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ABSTRACT W ~eTI the ver~ces fail independenay with each other by a constant probability， 

the reliability of a graph is defined to be the probability that the graph results from deleting the 

failed  verOces togeth er with th e incidence edges is connected．The Harary graph，a class of gr aphs 

with  th e best connecfivity is considered in 1iris pape r，the bourid of it s reliability is obtained，and the 

asymptotic property of reliability is a[so analysed． 

KEY~NORDS reliability I asym~otic prope rty；Harary graph 

0 引 言 

可靠性理论主要研究一个系统在元件有一定失效概率条件下，系统具有给定功能的概 

率。许多系统，特别是计算机网络系统的可靠性问题都可模型化为图的可靠性问题。 

图的可靠性理论包括两个方面的内容：一是分析问题，即评估一个给定图的可靠度}另 
一 方面是综合问题，即在给定元件后，设计具有最大可靠度的图。图的元件失效(被移去)可 

划分为三类模型： 、 
· 边失效模型 边可能失效、顶点完全可靠- 

· 点失效模型 顶点可能失效、边完全可靠- 
· 点一边混合失效模型 顶点和边都可能失效。 

它们都具有一定的实际背景，其综述性工作可见[1～3]。由于点失效模型适应于更多 

的真实系统，近年来国际上一些学者正致力于此方面的研究工作 ]。 

点失效模型下，图 G的顶点以一定概率失效(被移去)，图 0的剩余可靠度(简称可靠 

度) (∞ 定义为其幸存(剩余)顶点导出子图连通的概率。即 
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R(G)：P{ 的剩余顶点导出子图连通) 

其中 P{A)表示随机事件 A的概率。 

现有研究主要尚限于每个顶点独立地、等概率 ，地失效这种特殊情形 ，虽然如此，但其 

可靠度 R(0)的计算问题仍是 NP-难的 ]。 

笔者讨论的问题：顶点独立等概率 ，地失效模型下，一类重要的图—— 哈拉里图 矾．．的 

可靠性分析问题。主要思路：先估计图J=r一 的可靠度 (风．．)，再分析R(H一)的渐近性质 ：即 

当一无限增大时，R(1t． ．)的渐近变化趋势。 

l 哈拉里图及其寻径 

哈拉里图是 1962年由I~rary[ 提出来的，它解决了给定顶点数t、边数e，设计具有最大 

连通度的图这个优化问题。由于它具有最佳连通性及结构简单，在网络分析与设计中得到了 

广泛应用 。 

t阶、顶点最小度为m的哈拉里图记为 J=r．．．t其顶点被标记为 0，1’．'·，t一1{顶点间的邻 

接关系为：顶点 i的邻接顶点集为 

Ⅳ( )= f(；士1)、( 士2)、⋯、( ±[m／2](moa N))．i= 0．1，⋯， 一1 

并且，如果m为奇数．每个顶点i(i=0，1，⋯，[(t一1)123的邻接集中还吉有顶点‘+ ／21． 

显然，若 m一为偶数，则 ． 为 m一正则循环图{否则 ， ．．有 t一 1个 m度顶点、1个 m 

+1度顶点，并且移去某f{)条边后即为(m—1)一正则循环图，即／-／．,m--l同时若添上[导] 

条边(匹配，具体地如下；{ ，i+E．123)， =[(n一1)121+ 1'．．·，n—1)则成为(m+1)-正 

则图。 

设 D— D( ． )表示 矾．．的直径，虬 一 AS(H一)表示 肌． 中距离为 的点对数 目t1≤ 

≤ D．则有 

引理 1 对 矾⋯ 设 m= 2t≥ 2为偶数，则 

I)D— f2[．121／mj{ 

l罢H， 1≤ ≤D一1{ 
2)n = ， ． 1‘ 、 

【詈 +(；J一警。≤詈t， =。 
· 证 1)由于当m=2t的偶数时，矾 ，=cl<l，2，．．·， )为循环图，所 以 

。一 ( ，j)一 震 x- ‘0，』) ：] (0， ) 
·· ∈ 【O·1 。 一 l} 

一

．‘

I Be

⋯
X {j／t}一 {[一／23／‘)一 {2[~／21／m) 

注 ：其中 d( ．J)表示顶点 i、J间的距离。 

2)当 1≤ ≤ D一 1时 

dr0， )= 』∈ {“ 一 1)I+ ，n一 ( 一 1)I— ，z= 1，⋯ ，I) 

即与顶点 0距离为 的顶点有 21个，亦即吉有顶点 0且距离为 的点对个数为2 ，由其点对 

称性可知 - 

2Ⅳ．一 2k -≈ 

从而 
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Ⅳ．_h一争 
显然 

一 ㈦一 H一㈦一争c ， 
一 詈w+(；J一詈 ≤詈 (‘，D≥2[坩／2]／m≥(*一1)／m) 

如果图 的任何两个顶点间都存在多条较短的路径(内部顶点不相交)，则 (G)较大。 

由此可见，若对 H⋯的每对顶点都能找出尽可能多且尽可能短的内部顶点不相交路径，则可 

得到 ( ．)较好的下界．于是下面将给出 H一 的寻径结果。 、 

定理 1 对 ⋯ 设 m一 2k为偶数，则 H⋯ 中每对距离为 的顶点对间都存在 条长度 

≤ + 1的内部顶点不相交路径。 

证 设( ，』)为任意的点对，d(i，』)一 d． 

由于 H一 在 m一 2k时为循环同，故可令 一 0，』一 ( 一 1)k+J。，其中 l≤ Jo≤ ．于 

是 i，』间的I条长度 ≤ d+ 1的路径可构造如下： 

i一 0一 z—  + I一 ⋯ 一 z+ “ 一 1) 一 (d— 1) + 0一 j 

其中 z一 1．．．·， ． 

易于验证 ．以上 条路径间的内部顶点不相交的。 

2 哈拉里图可靠度的界 

在点失效模型下，对哈拉里图 ⋯，设其顶点失效率为 p，现在对 其 (剩 余)可靠度 

( ．．)进行估计。 

用 A．表示随机事件“对所有整数 ≥ 2，图 ⋯ 中每对距离为 的点对问都存在一条路 

径 P，P被其上的剩余(幸存)顶点分割成若干条路段，每条路段(两个端点为剩余顶点)的长 

度 ≤ d一 1”．则有如下结论。 

引理 2 ( ．)≥ P{̂ ) 

证 只需证明 ．发生，则 一 的剩余顶点导出子图连通 ，即 矾，．中任何两个剩余顶点 

( ， )间都存在一条完全由剩余顶点连成的路径。 

用数学归纳法证明以上结论。 

1)当 (“， )一 d= 1时，即 ， 相邻，结论成立。 

2)假设当d( ， )一 <，时结论成立，即(“，”)间存在完全由剩余顶点连成的路径。 

觋考察 g(u， )一d—r情形 ，此时r≥ 2，由于事件 A．发生，即在 ．。中存在一条路径P， 

且P被剩余顶点分割成长度≤ 一1一r—l的若干条路段(每条路段的两个端点为剩余顶 

点)；再由归纳假设，这样的每条路段(长度 ≤r—1)都存在完全由剩余顶点连成的路径，将 

这些路径依次连接起来即成要求路径。 

利用上述结论得到了可靠度的上、下界t 

定理 2 设 G．为 d(n)正则图， 一 为哈拉里图，则 
f ，l 1 

1) (。·)≤expi一 ；赤 (1一 ) “ }； 

http://www.cqvip.com


第 19卷第 6靳 何中市 等 哈拉里圉的可靠性分析 l7 

2) (矾 exp{一 干 “一 )矿+J}# 

3)矗(矾． )≥l一南 h(1一(1一 ) ) ，其中I一[m／2]- 
证 设 G．的 n个顶点为 t'0，⋯m— B．表示随机事件“ 中顶点 “幸存，而与 相邻的 

顶点全部失效 ． 一 0，⋯， — 1．则 

1一R( )=PtG．的幸存顶点导出子图不连通、或为孤立点、或为空图) 

≥P{ 的剩余顶点导出子图含有孤立顶点) 

一 P{U丑)一 l— P{n百．} 

从而 

R( )≤ P{n豆} 

{殳 中 两 两距 离 ≥ 3的 玻点 最 大 个 数 为 r，由 的 ( )正 则 性 有 

r(1+ (H)+ d(N)(d(≈)一 1)≥ ≈ 

从而 

r≥ 丌  

不妨设这 r个顶点为 ”，p‘·则有 届 ，届±'．”，8 相互独立。又 

f  P{ )一l— P{R )一 l一 (1一 ，) 

从而 

R(G-)≤P{jnl ) 立 {虱 ) 
一 (1一(1一 ) ‘ ) ≤ (1一(1一p) ‘‘’) I_ 

=

,

exp{ 丌 n(1_(1_P)P )} I (1一‘l一 “ ’} 

≤“ {一 (1一，) 0 
2)若 mn为偶数，则 ． 为 m一正则图，从而 d(n)一m，由结论 1)即得 

R(矾．-)≤exp{一 {=_i(1一 ) } 

≤exp{一 干 (1一 ) } 

若 mn为奇数时，由 ／-／一 的性质可知，矾．．为一个 d(n)一 m+ l正则图的生成子图，故 

R( 一)≤“p{一 干 (1 ，) +1l 

3)首先，当m一 2 为偶数时。 

用 ．( ，』)表示事件 IT．．．中顶点 ．j问存在一条路径 P，P被其上剩余顶点分割为长度 

≤ d— l的路段，d( ，』)一 d”，则结合引理 2可得 
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A．一 U ．̂(“j) 

健之 

( 一)≥P{ ．)一 1一 P{ ) 

而 

P{ )≤ ∑ P{ 万)=∑ ∑ P佤 ) 
之 

由定理 1．( ， )间存在 条长度 ≤ d q-1的路径，显然这些路径长度 ≥ ．在这当中长度为 

的路径条数记为 ，自然长度为 d q-1的路径有 ≈一 条．于是 

对任意的点对(i，j)：d( ，』)一 d≥ 2，有 

P{ ．(hJ))≤ ( )～( (1一 (1一 ID) )) ’ 

≤[ 。(1一 (1一，) ) 

注意到JY。≤罢 

P{ )≤∑[ 一。(1一(1一 ) ) 
●一 2 

≤争(1一(1一 )‘ 
从而 

、 R(H一)一R(H·- )≥1一i—兰 h(1一(1一p)。) 

其次若 m一 2k q-1为奇数。 

由于 是 一+ 的生成子图．从而 
1 

R(H一)≥R(HI’!·)≥l一南 h(1一(1一ID) ) 
综上所述．定理成立。 

3 哈拉里图可靠度的渐近性质 

下面分析图族。·可靠度 ‘ 当顶点数 趋于无穷大吨 极限情形· 
对正则图族 ，若其顶点度 d( )相对于顶点数 一较小，则 ( )将随着 的无穷增大而 

趋近于零。具体地有如下结论。 

引理 3 设 为 d(_)一正则图族．若 (H)一 。(1ogzs)，则 V，∈ (O，1)， (G．) 0． 

证 由定理 2 

( exp{一 订(1一，) )} 
由于d( )一。(1o县 )．即等_=- o，而 

手 一 手 一 ’ 

一 ~11-I-等 — 。。 一 干1 ‘‘_ 
．  
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注意到 (0．)的非负性即得 ( )一 O． 

由此，对哈拉里图也不例外，即只要 d(m)=m=o(IoS2玛)，则 (矾． )— — 0．故只需分 

析当 d(rn)=m≠o(1og j时，可靠度的渐近性质。于是，下面就 m= [21嘞 ]的f青形，分析 

(矾．．)的渐近性。(注 利用定理 2，易于分析其它情形之渐近性) 

定理 3 对 ⋯设m一[2 B ]，则 

当 >寺 时' ‘ - 一 。’ 
当 < 一 时， ‘Ⅳ一 —— L 

证 1)由定理 2之结论 2) 

( ．-)≤ p{一 可(1一m l} 
而 

一  

≥ ·一 

‘

≥丽 ≥ 
从而 

(矾 ． )———一 0 

古 

2)由定理 2之结论 3)，欲证 R(H⋯)——— l，只需证明h(1一 (1一 ) ) ——— 0， 

古 
事实上 

0≤ h(1一 (1一 p)：)·≤ ≈(1一 (1一 ，)：) 

≤去(1一(1一，) ) 们≈(1一 (1一尹) ) 

： (1一(1一，)：)一-[2Ia ≈] - (-一( r) —二二+0 
‘ 

，< l一 —  

~，2 

由此即得证定理成立。 
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