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一一 (n)， (0)一 e(t,D，可得(9)式· 
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= ∑ — (z)]) P{x= ) 
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ga~R~ (1o)式。 

2 批到达泊松近似过程的参数 

现在我们来求批到达泊松近似过程的两个参数，一个是到达的平均间隔时间÷，另一个 

是 每批到达 的平均顾客(信息包)数 r．为此，设 ATM复用器的输入是由 Ⅳ个相互独立的 

ON—OFF源构成的迭加过程 ，每个ON—OFF源的活动期 喜均服从参数为a的指数分布，静止静 

均服从参数为 的指数分布．即 ，～ ，(1， )， ～ ，(1， )，用 表示迭加过程中处于活动 

期的ON一0FF源的个数，显然，K能取值为 0，1，2’．．·，N，称 能取的值为这个迭加过程韵相 

位。记 岛 ； {0)， = {I，2．．．·．Ⅳ}称 凰， 分别为迭加过程的状态 0和状态 1． 

对一个ON—OFF源来说，因为 (；。)一÷， ( )一专，所以在任一时刻它处于活动期的 
¨  u  

口 

概率 为 = (毒)／ ( )==— (17) 

又因 IY个 ON—OFF源独立同分布。所以在任一时刻，迭加过程中恰有 个处于活动期的概率 

为 P{K= )一 (1一 )̈  i一 0，l，⋯，Ⅳ，即 K～ B(N， ) (18) 

显然，这个 迭加过程就其相位来说，是一个生 一灭过程。当它处 于相位 (即有 i个 

ON-OFF源处于活动期)时，其生率为 一 ( —i) ，灭率为 = ，i一 0，l'．．·， ．所以其 

(相位)密度矩阵 口为 
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从而其平稳分布由 口一0与∑ -= 
●一 0 

得 

1 (其中 = ( o．丌j，⋯， )) 

一  ( 南 )．v-t扣 ，⋯，Ⅳ czo 
此式与(185式相同。由(195式可立得相应跳跃链的概率转移矩阵 P； 

P =  

0 1 O O O ⋯ Ol 
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当迭加过程中恰有 十 ON-OFF谱c处于活动期时，则其余(Ⅳ一 )个ON-OFF源必处于 

静止期。设 X．一 rain( ，岛．⋯，§)．y 一．一 rain( I，伽'．．·， 一。)， 一 0，I，⋯，Ⅳ 

其中，诸 辱 i．i．d，诸 i．i．d．， Xe一+ o。一yo 

设 z．一 min(Xi，y 一．)． = O·1，⋯，Ⅳ 

则从迭加过程开始处于相位i时起．经过时间z．后，相位必发生变化，或i— 一1，或l—i+ 

1．记 — 一 1的概率为 ， — i+ 1的概率为 k 则由指数分布的性质和全概率公式，易知 

记 置一g(z‘5．则因 z．～ r(1， + (Ⅳ一 

；  

抽 _ i：o'l’．． (22) 
( 一 1) 

干 

OP)．故有 

+ (Ⅳ 一 I) i= 0，1，⋯ ．Ⅳ (23) 

设j∈A ． 表示迭加过程从开始处于相位』时起一直到它首次到达相位0时止这段时 

间．记 q = ( )．则由全期望公式，有 
=  (w )= E(z，)+ g(W 1XJ< y 一，]PIxJ< Y 一，) 

+ Ⅱ 1X，> y 一 ]P{x > Y 一J) 
一  + +J+ 一I J— I·2'I．·，Ⅳ一 1 

n 一西(ws5= E(Z )+ 舢m 一J一 卸 + tDb．～1 

即 { = +l+ Il’』=h ’‘“’Ⅳ一 (2d) l = =
J 十  一I 

解此二阶差分方程．注意到边界条件 toe= 0，得 

+ 一  = 一 争+孚(q—q一 5 [递推] 
| | 

一  一  考。立1等 czs |̂rl⋯ ：= ’扣’+̂ 

故 一蛳一⋯ 一丽／Zl~_1／1~_I**．／11 一 鲁。 。等 
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从而 

其中 

=  

针 考· ,al 一l 一2⋯ I ：=】̂ 一J⋯ 

将(26)式代入(25)式·得 

q +-一  
1 
m  一  考。立 +q [递推] 

一 窨去 +m·一壹t-1壹~-i罢。壶．等 

故 = 去 + 一蓦奎 。囊．等 cz 
其中规定；当 >j时，∑m一0， m—1． - 

由(26)式知，当迭加过程由状态0转移到状态 l时，它每次在状态 l平均停留时间为 ， 

而它在状态0每次平均停时为 南·令 

{=：。+ ，即 A= 1 (28) 

我们把{一 + 当成近似的(批到达)泊松过程中平均到达间隔时间。 
由(26)式还可以看到，迭加过程每次在状态 l平均停留时间为 ，而 自为造加过程每次 

在相位 停留的平均时间．由(26)式易见．每次在状态 l期间，它在相位‘停留的总的平均时 

间为学，i一1，2，⋯，Ⅳ一1，在相位』Y停留的总平均时间为 一．铀，而目的系数譬(z 的系数 
一  )即为迭加过程每次处于状态 1期间经过相位 l(Ⅳ)的平均次数。因此 ，每经过平均时间 

{一 + ，平均到达的信息包数为 
m =  ·嚣+Ⅳ· (29) 

令 r一 [m] (30) 

这样近似的批到达泊松过程中的两个参数都已确定。 

直观上易知，当 相对m-来说较大，即当翱较大， -较小时近似程度应较好·或当音较 

小．吉较大．且』Y不太大时近似程度应较好。 

3 排队系统 M'ICll的解 

注意到在排队系统 Ⅳ ／@／i中，x； r，z= r， 一 0， (z)一 zr和定理 1，2，3，可得 

：  ， 一 鲁< ㈨ 
P (1)一 + + ， p< 1 (32) 

一 
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s)一 ， p< l 

c 一 ， <  

蕾(s)一 { [s+ 一̂ 曲(8)]) ． p< 1 

Ⅳ(z)一 (Z~EZ一 (z)]) ， p< 1 

(B)一 _=三_j ， D(B)一 dip --~-= rp2az， p<l 

删 )一 ， 州 )一 (1
--

p)= ， p<  

4 损失率 

(33) 

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 

在 解排队系统 M'／a／Z中，基于系统中的缓冲器是无限的的假设，没有考虑信息包的损 

失。但是实际中的缓冲器均是有限的，因此一般要考虑信息包的损失。设系统中缓冲器的最 

大容量为L个信息包(包括正在服务的信息包)。这样在第3节中不是求排队系统M ／a／1的 

解 。而是要求排队系统M'／O／1／L的解。而所要求的损失率就是系统M ／a／1／L中有 L个信息 

包的概率。更一般地 ，我们现求系统 fufzfL的解 ，其中x如第 l节所设。 

对于系统M~fOfZfL，当P垒等<l时，由[6]知系统中有 个信息包的概率 由 
+ l 

A— 曲+∑ ， 一，+l。0≤ ≤L一2 (39) 
j- l 

L 

= l (们 ) 
t- 0 

舢 一 1一 P (d1) 

给出，其中 为在一个顾客服务时间内到达 个信息包的概率 ，I一 0，1，2’．．·．分布列 fd．， 

>0)的P．B．f为 ∑d 一Pl-(x一槛(z)] (d2) 

所以，损失率为 ． 由(39)～ (42)式确定。 
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前馈网误差反传的显式及网络的鲁棒性分析。 

Explicit Form ulation of the Back-Propagation 

and the Robustness Analysis of Feed—Forward Neural Networks 

傅 鹂 

Fu Li 
11>f 

(重庆大学系统工程盈应用数学 系．重庆．630044I35岁 ．男，酬教授) 

摘 要 给出了前馈神经网络误差反传的一种紧凑显式表达，并据此对前馈神经网络 

的鲁棒性进行了分析 ．提出了设计鲁棒 的前馈 网所应遵循 的若 干参考原则。 ‘ 

荤 P302．7TP302 甫铭毒T由 Z-网络 中国图书资料分类法分类号 ，- 7 J， 
ABSTRACT The cornpaet explicit fofmulation of the Baek-poolxagation is presented，based on 

which the robustness of the feed—forward neural networks is analysed，and some reference prieiples 

for designing a robust feed—forward net are provided． 

KEYW ORDS neural networksl back—propagation of error}robustness 

0 引 言 

在高度并行、模糊的大规模信息处理任务方面，(人工)神经网络有其独特的优点 ，因 

而在联想记忆、模式识别、自适应(自学习，自组织)控制等诸多领域中得到了广泛应用。尽管 

被研究提出的神经网络模型早已多达几十种啪，但前馈神经网络(Feed—Forward Neural Net= 

words，以下简称 前馈网”)仍然是最重要的网络之一 。前馈阿是早期感知器嗍的推广，由于 

其增加了隐单元层，使之具有普遍的函数逼近能力，从而能够完成某些十分复杂的信息处理 

任务。前馈网能力的实现是通过学习或训练 ，其中误差反传(BP：Back—Propagation)学习算法 

(BP算法)占有龊其重要的地位。 

BP算法的关键是计算误差梯度的反传表达式，而这个表达式的现有形式是十分松散 

的，它隐含在若干分量式中 ]。笔者导出了紧凑的显表达式。这一结果不仅使前馈网中误差 

反传机制以及BP算法的表达十分清晰，同时还为前馈网的鲁棒性分析提供了一种简明有 

效的途径，在这方面笔者亦给出了相应的研究结果，提出了设计鲁棒的前馈网应当遵循的若 

干原则。 

1 误差反传的显式表达 

· 收文 日期 1996-03—15 
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1．1 前馈网的描述 

考虑甩一前馈网实现某个特定的映射关系 一G(I1)，其中 “∈ 为输入向量， ∈ 

为 输出向量。网络参数包括联结权矩阵和阀值向量，为了能把阈值向量合并到联结权矩阵 

中．一般可在网络除输出层外的每一层中增添一个状态恒为 一1的节点 。这里采取在输出层 

中也同样增加这样一个状态恒为 一 1的节点．目的是使得有关的描述和处理更加统一 ．而不 

会改变问题的实质．若设苎一[ ]∈R"v+i,Y=[=_ ]∈ “分别为增广的输入和输出向 

量，则网络实现的映射[ ]=[三 ]可表示为 = c ，其中 ：[ ]一[ ]= 

lG(u)J‘下面给出这样一个前馈网内部结构的详细描述· 
1)网络共有 L+ 1层．分别标记为第 0层．第 1层，⋯，第 L层(L≥ 1) 

2)第1层共有 Ⅳ．+1个节点，分别标记为节点0，节点1，⋯，节点』vl (肌≥ 1；0≤ ≤ 

)l 

3)第 层的状态 向量为 

y．= E- 1， ̈ ， 2，弘 ∈ (0≤ ≤ ) (1) 

4)第 0层为输入层，第 L层为输出层，故有 

y0； ∈ ， No； ，̂ (2) 

yL y∈ R ， NL； M (3) 

(第 1．2．'．·．L一 1为隐层(￡≥ 2)，若 L一 1则没有隐层)} 

5)第 1— 1层到第 层的状态传递规律为： 

f ·一矸 yI一1t ·一[ ̈， I．⋯． ]r∈ ， 

l y·一f(xD垒C-1．S(z̈)． ( )．'．·， ( ．)]f 

∈ ‘ ．_1 

∈ I+1． (1≤ 量≤ L) (4) 

其中 为第 层阿净插入向量． 为第 1— 1层到第 t层的联结权矩阵( 的第 0列实 

际上代表第 1层的阈值向量)． (·)为节点激发函数，可采用Sismoid函数如： 

鲫 )一 ： (d> o) (5) 

1．2 BP的显式表达 · 

前馈网的输出误差函数为 

1 

B一 ÷ Il y—d (6) 
‘  

其中y∈ ” 是实际输出，d∈ “ ‘是相应的期望输出，两者均由输入x∈ 决定 ；另一 

方面，B也是联结权矩阵的函数．所以 

B一 (x}H 1．W ，⋯ ， ) (7) 

学 习算法的 目的就是在某个输入样奉集{ lp∈P}上不断调整 { ．1 = 1．2，⋯，L)使 目的上 

界或均值达到最小。 
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BP算莹的买质是 {苇厦 法 ，其核心是通过 误差反 传求 出 对联结 权的导数 。下面利用 向 

量微分链规则 ”直接导出紧凑的显式的 BP公式 。 

记 

DI=拦 (0≤I≤L) (8) 
由(2)显然有 

； ， (9) 

由(d)不难得到 肌(1≤ I≤ )为对角阵： 

D·一 diag[0， (缸 ， (41)，⋯， (丑 )] (1≤ ≤ L) (10) 

下面求 口对联结权阵 W．(1≤ ≤ L)的导妒矩阵： 

罴一[ W ⋯ · L hJJ r ，+I)x( ．． ⋯ 
Fk(4)知 “一∑H 一1 ，故 

一 J (12) 狮 
。 

⋯  

于是有 

一 = ⋯  ㈩  
HJ a 知 “ ⋯  

由 

(n矿 )．j— a,bj (14) 

(其中 n，b为向量)知(1 3)的矩阵形式为 ’ 

= 差正． 御 知。一‘ ⋯ 
由向量微分链规则 s 有 

： ： (y— d) (16)d 知
· 缸 · y ～ ⋯  

其中用到了 

dy 一  

d i 
y— d = y— d (17) 

再用链规则又有 

差一箬 1 ㈣ -d∞dy· ·+ 。 
由(8)知 一 ，而由(4)易得 

警 =％ (19) 0 
故(18)变为 

owt一 孵+．羔 (20) 。d ●+I 一 
将上式代回(16)中得 

丝 _ax, Dj4~+- (y (2】) 
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在(16)中将 换成 +1可知 (y—d)=者 ，于是(21)成为 

罢：D r． 1 (1≤t≤ —1) d帆 

因甏；薏一 故由(16) ‘ 
一 仇 (y— d) 

dXL 

将(221代回(15)可得 

熹一 峨- - - ⋯⋯a ·+I ’。 
由(1)知 『『y l『≥ l CO≤ ≤ L)，故 

一  一 一  [鲁 ] 
由(15)得 一 ，故将(25)代入(24)得 

-D．嘿  盟[I y．Ii' (1≤ ≤ L— 1) 

而由(23)及(15)不难得 出 

一  — t 

_l 睇得到所需的令部有姜结果，下面总结为两种等价的 BP公式； 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 
● 

(26) 

(27) 

第一种形 式的 BP公式 (据(15)、(22)卞口(z ”l 

f≈ — D上(y— d) 

j‰一D,WLl‰+l( 一 一l， 一 ，⋯， ’ (28) 

} a l 纠一- 

其中 一兰是第 层的误差信号，它在(28)中是一个中间变量，因为学习算法所直接需要 
的是输出误差函数对联结权的导数，即 - 

第二种形式的 BP公式(直接 由(26)、(27))： 

』 _d ～ ㈣ 
【 一 n- · _l 2，⋯’1) 

上述第一种形式的BP公式(28)有利于计算，而第二种形式的BP公式(29)则更直接地 

表达了 与 的递推关系以及误差反传机制。 

2 前馈网的鲁棒性分析 
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2．1 网络的鲁棒性与参数灵敏度矩阵 

这里鲁棒性是指系统参数或结构变化时系统是否在一定误差范围内仍能正确输 出。一 

个经过训练的前馈 网．假设不考虑其结构的损坏(即拓扑结构不变)，而仅仅考虑参数的飘移 

(例如由元件老化引起)对网络的影响，则该网络的鲁棒性仅由输出对参数变化的灵敏度衡 

量．面这里参数就是联结权矩阵{ ．fk= l，2，⋯， }．对参数的扰动可导致输出的变化 ，而这 

种变化对网络性能的影响应该由 I『Y—d『『的变化大小来度量。因E=寺 _l y—d ，于是 
‘  

F ¨ ，  ̈

可以将 作为网络的参数灵敏度矩阵并用l： 4来度量网络的鲁棒性。 
⋯  -⋯ ●  ̈

由上节给出的两个BP公式中的任何一个均可得出上述参数灵敏度矩阵的明确表达式： 

f =巩[仉w 。 一． I．．·D ⋯]r(y--d) ． (1≤ ≤L—1) 1 
c—  一． 

∞ 

这一式子为网络的鲁棒分析提供了直接途径。 

2．2 鲁幡性分析及有关结论 

夸 

口= max『 “) 
l 

由于 Dt=diagr0， ( |I)． ( )．⋯ ． (缸-Y-)]，故 

由(30)可得 

利用(32)上式成为 

(31) 

="／nax『 ( )I≤ 口 (P= l，2，。。) (32) 

(33) 

为了将上式进一步具体化，假设采用(5)式的Sigraoid函数，并取 P 。。范数(下面略去 。。下 

标)，则由(4)知 

『1 Y-_l≤ 1 (1≤ ≤ L) (35) 

一 

L  
≤ 

≤ 

一 _二 

点 

巩 
巩 

Ⅱ 

r 

●

_．： 塑帆 

， ●，● ，●，f 、 ●● 【  

” 

一 

L 
≤ 

≤ 

y 

— 

件 y 

≤ ≤ 

●

L ●--： 

，●●●●● 、 ●●【  
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于是(34)变为 

(1≤ ≤ L— 1) 

根据(36)式可以得出鲁棒前馈网设计的有关参考原则 ： 

1)节点激发函数应较平缓．即各点斜率绝对值不应太大； 

2)联结权绝对值不应太大； 

3)网络训练应充分 使输出误差尽量小。 — 

此外当 选得较大时，隐层数目应较小；而当 选得充分小时，则可增加隐层数 目。 

3 结 论 

(36) 

由(28)和(29)代表的两种 BP公式．比常规形式更紧凑更清晰地描述了 BP算法和前馈 

网中的误差反传机制．这有助于前馈网的分析研究，前述鲁捧性分析即为其中一个重要方 

面 。 

所提出的鲁棒性设计原 则应当与其它原则一起综合应用 ，如网络容量、资源利用率 

等E ．再如，当激发函数斜率(绝对值)最大值 《l时，根据前述鲁棒性分析，则网络隐层越 

多越好，这与常规似乎已经矛盾。其实，在实际中， 不可能取得太小，否则网络的区分能力 

将下降．极限情况n=0时，网络输出为恒值，根本没有区分能力。此外“联结权绝对值不应太 

大”这一点可通过在训练过程中加适当的限制而实现。一个简单有效的办法是在输出误差函 

数中增加 P2一lIⅡ’。 项E ．其中 P>0反映对联结权绝对值限制的程度。 ’ 
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