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复合算子的次正常性 
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摘 要 给出了函数HjIbert空间上共轭复合算子为次正常的充要奈件，推广 了Cowefl 

的主要结果，讨论 了Hardy‘空间 H (D)及 Bergman空问 (D)上 的几个复合算子 的次正常 

is subnormal in functional Hilbert space．The main result of Cowen is extended
． Moreover．this paper 

has also discussed that the subnorrnality of some composite operators in Hardy space H (D)and 

Bergman space !(．I))． 

KEYW ORDS Hilbert s~ ce !subnormal operators；reproducing kernel 

o 引 言 

设 H是一个 Hfl~n空间· 是 H上的有界线性算子 ，若存在Hilbert空间 3 H及 K上 

的正常算子 JY·使 C H，ⅣI 一 ．则算子 为 上次正常算子。 

算子的次正常性有许多判定条件“ ，叵对复杂的算子，这些判定条件拄往无法使用； 

有时对一些常见的算子·比如Toepfitz算子．复合算子等算子的次正常性，现在也没有简易的 

判定条件。 

本文的目的是给出函数 I-Itlbert空间上复合算子的共轭算子为次正常的一个充要条件 ， 

并推广文D-I的主要结果，讨论几个具体算子的共轭复合算子的次正常性。 

设x是一个集合，X上的一个函效H曲 t空间是X上的一些函数(而不是函数的某种等 

价类)构成的 Hilbert空问．它使得对任何 ∈ X．赋值泛函 

尸，(，)一 ，( )，，∈ H 
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都是 Ⅳ上的有界线性泛函，从而根据 Riesz表示定理 ，存在 打中的元 (称为在点 的赋值 

核)使 ，( )= (，， ，)．，∈ Ⅳ 

函数K(z。 )一K，( )。 ， ∈X。称为日的再生核 再生核是 X×X上具有下述意义的正定函 

数：对 X中的任何有限个元 ⋯ ·矩阵 

( l，⋯ ，“)一 ( (z．，z ))．×． (1) 

是正定的 。反之若 x为一集合。K；X×X— C为正定函数，则存在 X上的函数Hilbcrn空间 Ⅳ 

正好以 K为再生核 H称为 的再生核Hilbcrn空间，有关函数 Hflbcrn空间及再生核的一些 

基本性质可参考文[2．3]。 

设 X是一个集合。Ⅳ是 X上的一个函数Hilbcrn空间， ；X—x为映射，若对任何，∈Ⅳ， 

，与 的复合，。 仍然属于 Ⅳ，则公式 

c |= { ，{∈ H ‘2 

定义了Ⅳ上的一个有界线性算子 ，称为由 导出的 Ⅳ上的复合算子。关于复合算子的一些 

基本性质可参考文[5]。 

为叙述本文的结果．还需用到矩序列的概念 实数列 ”， ，．．·称为矩序列，假若存在 

R，上的测度 (本文除非特别指明，测度均指有限正则正 Bore[测度)，使 

“ 一 f州 ) 一0．1'2．3l⋯ (3) 
I 

由Hamburger矩定理ffI)mI o为矩序列．当且仅当 

(N，m)一 f。+ ， N．m∈ ND— N U {0) 

是 No×No上的正交函数。关于矩序列可参见文[2]。 

设 Ⅳ是一个Hilbern空间，口称为 R‘上的正算子值测度是指 ；对 R‘中任何 Borvl集 △， 

口(△)是 Ⅳ上有界正算子。且对任何，∈H，(口(一)，，，)是R 上有限正则正 Borel测度 。设 山， 

A --'A 一是 Ⅳ上的自伴算子序列。若存在 R 上正算子值测度 口，使 

^ 一 dQ( ) n∈ 肌 (4) 

则称 { ．)田_o为 Ⅳ上的算子矩序列。等式(d)理解为对所有 

，∈ H，( 时，，)一 I f‘d(口(f)，，，) n∈Ⅳo 

1 主要结果 

设 Ⅳ是集 X上以 为再生核的函数 Hilbcrn空间， X— x为映射， 是由 导出的 

上的复合算子。记 一 ⋯ 为 个 的复合， 是x上的恒等映射，设f为自然数， 一 

X× X×⋯ ×X为f个 x的Descart~直积，若一一 (zl，．．·，瓤)∈ ，用 ( (一))记f×f矩 

阵 ( ( )，⋯。 ( ))． 

定理 1 为次正常的充要条件是tV f∈JY，V一一 ( ，⋯ )∈ 及任意 一 (cl，⋯， 

)∈ ，序列 

( ( ( ))r，c)， H一 0，1，2，⋯ 

都是[0， ]上某个测度的矩序列，其中(·，·)表示C 作为z一维Hilbcrn空间的通常内 
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积 。 

定理 2 为次正常的充要条件是：对任意自然数t．任意 zI∈ 

{ ( (一))) 。 

都是[0，ll ll ]上某个正算子值测度的(算子值)矩序列。 

定理 3 为次正常的充要条件是 ：V t∈N ∈ 及一∈ ，( + 1)z× ( + 1)z矩 

阵 

^(‰ (一)) 

( l(z r)) 

( ( )) 

霄( (一)) 

( ．(zf)) 

(他+J(z1)) 

( (一)) ( +I( )) ⋯ (Q (一)) 

(5) 

都是正定的。 

推论1 H-是x上的一个函数Hilbert空间，K 是H 的再生核， (￡)一∑n． 解析 

≥ o，KI— F。K·则当 在 H上次正常，且 在 Ⅳ 上有界时， 在 H 上也是次正常的。 

证 这是文[1]的结果。只需用如下引理并利用定理 3即可得到推沧l。 

S【理 若( ． ) x 为正定矩阵．F为推论 l所述，则(F(tt )) 仍然是正定的。 

证明见文[2]。 ． ， 

推论 2 ‘若 次正常一则V c-x．序列{ (似(z)，似( ))) 。都是[0，ll ]上某个 

测度的矩序列。 

证 在定理 l或定理 2中取 z= l即可。 

推论 3 若 次正常．则 V z∈ x及 ∈Ⅳ有 

(K( ( )一cp．(2)) ≤ (似一l(2)．他一I( ))K(他+1(z)，似+1 )) 

证 用推论 2及 Schwartz不等式可得证。 

2 主要结果的证明 

引理 l 设{ ．)：：o是Hnbert空间 上的自伴算子序列．则{ 。)暑。是区间[n，6]上的正算 

子值矩序列的充要条件是对每个，∈H，数列((̂ ，，，))叩_o均为[ ，妇上的矩序列。 

证 必要性显然．下证充分性。 

由假设，对每个，∈H．存在[a．妇上的测度肿，使 

( ．，，，)一I z ( ) ≈一 0，1，2，⋯ 
J
● 

由于 (̂ ，，9)为 H上正定双线性泛函．且 

( ·(，+ )，(，+ ))+ ( ．(，一 )，(，一 )) 

一 2( J．，)+ 2( ．9． ) 

所以 

} ÷ l 
z‘d ，+，( )+I z‘d脚一，(z) 
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一 2卜‘d ( )+2l d一( ) 
’

 ̂ ’6 

对所有的 ≥ 0成立 ．于是 +，十 一，=2(m+ ) 

从而对任何 Bofel集 △ c [ ．胡，等式 

．，(△)一{∑ 肿+ (△)，，， ∈ 

定义了 上有界正定双线性泛函，因此存在 上有界正算子 口(△)，使 

．，(△ )= ( (△ )，，g)，，，9∈ H 

赦 Q(A)是[a．6]上正算子值测度 ．且 

A．一 I z'dQ(z)， — l，2，3，⋯ 
J
6 

引理 2 设 { ．) o是 Hilbern空间 上自伴算子序列，且存在实效a> 0，使 A。fl≤ 矿， 一 

0，l，2，⋯+则{ ．)为矩序列当且仅当对每个 ∈Ⅳo，算子矩阵 

fAo A L ⋯ ^ ] 

I A A： ⋯ A．+Ll (6) 

l̂ ．+ ⋯ A：．j 
部是 = 0 0 ⋯ 0 上的正算子。 

证 充分性 

由于对每个 ≥ 0．矩阵(6)部在 c 上正定，从而对每个 ，C- ，{( ．，，，)) 。都是矩 

序列，由于 

I( ．，．，)l≤ ll，ll ， H≥ 0 

由引理 l，{̂ )=o为算子值矩序列。 

反之，若{ ．)=o为算子值矩序列．由引理 l对每个 ，∈ ，{( ，，，)}T-0都是[一a，a]上 

的矩序列。要证明对任何 ≥ 0，及 ，o，六，⋯ ，̂ ∈ ，矩阵 

((̂ +· ．̂ ))o<j1|(． 

都是正定的。 

， 
设A．一I z'dQ(x)． ≥ 0．令 

J
l 

．
·(△ )一 (0(△ )，J，̂ ) 

其中 △为[一n， ]中的Borel集，则 一0≤ ， ≤ 均为[一a，a]上的复测度，取[一a，a]上 

正测度 使 

／J,．。《 p，0≤ 』， ≤ * 

令 一 。／如，对[一a，n]上任何连续函数“，令 

)一』硼口 
则当“≥ 0时P( )≥ 0．如果 在[一a， ]上连续，则 

(P(“) ．，I)= I棚 =I uh dp 

如果 如，̂ ，⋯ + ∈ 且 “≥ 0．则 
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；J∑P( ) ̂  ≥D 

从而关于 矩阵( ( )) ．o几乎处处是正定的．所以 

∑h J．(t)tJ”≥0 
J一 

关于 几乎处处成立 。于是对 ， ，⋯， ∈ C有 

∑ L(̂+。f，，̂) 
j·● 

= ∑ LI d脚(f) 
J· 。 

=  I∑ 五 (t)tJ (1)≥0 
j,t 

即(( j+ ，，-)) 是正定的。换言之{ ，+． ．o是 日 ‘上的正算子，必要性证毕。 

引理 3 设 是Hilbert空间上的有界线性算子，则 为次正常的充要条件是{ ” )田Io 

是[0， s ll ]上的正算子瀵l度的矩序列。 

证明见文[63。 

引理 d 设 是 Hilbern空间日上的有界线性算子，则 为次正常的充要条件是对 日的 

某个稠子集 矾 中的每个，序列{Il研}1。)叩_o都是[0，ll ll ]上的某个测度的矩序列． 。 

证 必要性由引理 1．引理 3可得 。下证充分性 。 

设 ，为 日中的任意一个元，取 日。中序列 ^使得 ，l一 ，，于是 ll S'f．1l：一 ll f ll。，由于 

^ll ) 。均为[0，Il ll ]上某个滟l度的矩序列，所以由文[23知{ll fll。}7-o仍为[0， 

}1 ll ]上某个测度的矩序列，由引理 I及引理 3知 为次正常。 

定理 I的证明； 

取 一 ( ，⋯ 。z )∈ x 。C= (cl，⋯ ，0)∈ 。而 

h= C．K (7) 
●‘ l 

由于 y ∈ 有 K，一 。故 K。一  ̂．( )，但是形姬(7)的元在 中稠密，由引理 d， 

次正常当且仅当对每个形如(7)的元 h．序列 }1 ‘h ll? 

都是矩序列 而 

。h}1 一( 。h． ’̂) 

一 ( ∑G ’∑CjK ) 

一 (∑C,K ． ， ∑CjK~, ) 

= ∑ -J( c ， c ． ) 
1·J’ l 

一 ∑c ( (毛)，钆( )) 
1·J’ l 

= ( ( ( )) ， ) 

： 

)  

d  

以 

● r J - 
∑ 
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定理 l证毕。 

定理 2由定理 l及引理 l可得。 

定理 3由定理 2及引理 2可得。 

3 Hardy空间和 Bcrgman空间上复合算子的次正常性 

典型的函数 I-[ilbcrt空间是开单位圆D上的Hardy空间 日。(D)和 Bcrgrnan空间 (D)，这 

两个空间都是由D上的一些解析函数构成的。由定义 ，日 (j，)是 由D上幂级数的展式 ，(z)一 

∑ ，的系数满足∑ ld_l：<+o。的所有解析函数构成的复HⅡbert空间， (D)是由幂级数 

的展式，(z)一蚤 ，的系数满足∑,-o 占<+o。的所有解析函数构成的复Hil 空间， 
这两个空间的再生核分别是 

⋯ 、 l 

l‘ ， J— r 

f 1

。  

＼2 
(8) 

K “ —l ；J 
设 ；D— D为映射．刚 在 日 (D)(髓(D))上有界的充要条件是 解析 ”，由于 K2一 

K{，所以由推论 l有 

定理 7t- 若 D— D解析 ．则当 在 日 (D)上次正常时， 在 (D)上也是次正常 

的。特别地，若 在 (D)上正常或拟正常，刚 在 (D)上次正常。 

在文[7]中．Dcddcns证明了，若 (=)； ：+6，则 在 (D)上次正常，当且仅当6— 

0或 0< < l而 Ibl— l—a，可以证明这个结果对 口(D)也是成立的。 

定理 8 若 (z)一az+6。 + ≤ 1．则 在口(D)上次正常当且仅当b一 0(此 

时 正常)或 0< a< 1而 l= 1一 a． 

证 t必要性 由定理 7及 Dcddens的结果导出．此处给出一个直接证明。 

若 次正常，则由推论 3及(8)式 ，序列 

{占 L ㈨ ll—l +·(=)l 』一0 ⋯ 
是 D上单调递增的函数列．若 a— l，则显然 6— 0，若 a≠ l，则 

z+ {鲁 )． 

所以 ≤ l
— l dz+ 6I。 替  (10) 

对所有 自然数成立。若 6≠ 0，则 < 1．假若 ≠ Il—aI，在(10)式中令 n— oo，则有 

I∞ +bl ≤ I2I 

y z∈D成立．矛盾。于是必有 Ibl— ll— aI，从而由 

l≤ I l+ ll一 l— l al+ l 6I≤ l 

可知 0≤ ≤ 1．由于 6≠ 0，所以 < 1．再 由 将 D映射到 D内，可知 Ibl< l，从而 > 0 
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必 要 性 得 证 。 

充分性．若6：0．显然 是一个对角算子．从而在 (D)上次正常(正常)。若b≠0，令 

一 (1一d) ．其中 IfI— 1．故 伽(：)= ∞．刚 ，．为 (D)上的酉算子．且 

f；C = 

其中 -(=)一 d：+ (1一 )．于是可以假定 c= 1．此时 

(：)一 d‘=+ l— d‘= ( — 1)+ 1 

一 l— d‘(1一 ：) 

注意到 且=> 0时 

一  

所以对任意复数 刍，⋯，喜 ∈C ．'_·．=_∈ D，当令 ^一 l一 时，有 且^> 0，且 

∑骗( ( )．似( )) 

=

．扣 (F ) 
=

．

宝
o-1 客c⋯ ” 

一  吉I 
— I rd 

1 

( + 1)： 

‘dt 

其中 是[0， 一：]上的 {曼【度．使 

㈣一吉fI砉 邓“ 
z=0．1，2．3．．’·．在集{ lf=0，I．2．．．·}的余集上， 的值为零。于是由定理 l可知 在 

髓(D)上为次正常。 
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