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摘 要 在 自反 Banach空间的框架下建立 了极大单调且 3 一单调算子的一个值域定 

理．用此定理并注意到 Nemyckii算子的 3’一单调性 ，在空间 L，(G)(1<p<。。．GCR"有界 

开)中证明了不具强{}j性条件的Hammerstein积分方程解的存在性。 
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ABSTRACT An abstract range theorem for maximal monotone and 3’-- monotone operators 

is proved in the real retiexive Banach spare，using岫 theorem and the 3’-- monotonieity 0f Nemy- 

ckii operator．the ex／stence of soldtion 0f Ham merstein integral equation without corecive condition is 

proved in L．(∞ with l< < ∞ ，and GC is open bounded． 

ICEYW 0RO@ maximal monotonicityl 3 -- monoton tyI Hamerstein integral cquation 

0 引 言 

关于 I-][ammerstein积分方程的研究已有许多结果[“”，其一般方法大致可分为紧性条件 

法和单调算子法，前者转换成不动点问题t后者转换成非线性算子方程。当用单调算子法时， 

常需加上强制性条件。文[3]的Th32．0证明了在I-Iilbert空间中，强制性条件可以去掉。本文 

的目的是将此结论推广到自反 Banach空间中去，同时还得到一些相应的抽象定理的推广。 

1 主要结论 

若 

定义l 设X是实自反Banach空间．Mc 是非空子集．A ．!lf一 2 。是集值映射，D( ) 

{ ∈M；Au≠ )称为 A的有效定义域。 
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<“‘一 ，“一 )≥ 0 V H． ∈ |!If，H ∈ H， ∈ Av 

则称 A是单调的。若 A单调，且对(“． ‘)∈|!If×X‘，由<“ 一 ’，“一 )≥ 0 V ∈|!If， 

∈ 一．得 ∈D( )亡 |!If． ∈ Au．则称 A是极大单调的。 

若 A；X一 2 单调．且 

sup < ‘一 “’， 一 )< ∞ V 乇f，∈ D( )， ∈ ( ) 
(F． 。'∈ 口f』 

则称 A是 3’一 单调的。 

这里 G( )一 {(“，H’)∈ x×X’，Ⅱ’∈Au)称 A的图象 ， ( )一 LJ Au，称 A的值域。 

定义2 设 ，T是拓扑空间x的两个子集，菇 intS—intT， ； ，则称 与 几乎相 

等，记 兰 T． 

定理 l 设 x是实自反 Banacb空间，且 

1)A：D( )c X一 2 ，B；D( )c X一 2 均是极大单调且 3’一 单调的。 

2)A+ B：j’(A+ )c X一 2 极大单调 

则 R(A+ )兰 R(A)+ RfB) 

特别地，若 ( )3 x’．或 RfB)一 x‘．则R(A+ )一X。． 

推论 l 将 A 3’一 单调改为 D( )cD( )定理 l的结论也正确。 

定理 2 设 X是实自反 Banach空间， ：X一 2 ，K：x’一 2。是极大单调的，D( )一 

x ，D( )= X．且 K， 之一是 3。一 单调的，，：x— X是恒等算子。 

则 R(I+ KF)一 X 
1 1 

定理3设Gc 是有界区域，l< ， <。。且{+寺 l· 
( -) I；G×G— 使得它产生的积分算子 

r 

( )(z)一 l I( ， )“( )衄 
J 

i 口 

是 L，(G)到 L，( )的线性单调算子。 

( ) ，；D×R— R 满足Caratheodory条件且存在 d∈L．(∞ 非负，及常数b≥ 0使得 

If(u，Ⅱ)I≤ d( )+ bI uI一 V( ，Ⅱ)∈G×R 

则 V ∈ L，(G)方 程 

)+J地 m 却一 ) z∈。 
在 (G)中有解。 

2 主要结果的证明 

引理l[1 自反Banach空间X可以重新赋等价范数使得X、X‘均为局部一致凸空间，从 

而是严格凸的。 ． ． 

以下均设所讨论的空间是严格凸的。 

引理 2啪 设 X是 自反 Ban~ch空问，J是其正规对偶算子，即J；X— X‘满足( ，z)一 

II 一 II ，A}D( )c X一 2工1是单调映射。则 A是极大 单调的，当且仅当R(A+ ) 
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一 X‘，V e> 0． 

引理 3r” 设 x是实 自反 Banaeh空间． 

1)若 ％一 ∈ x．̂  ，∈ x。，刚(̂ ． ) (，，") 

2)若 ％ 口∈ x，̂ 一，∈ x。．则(̂ 。 ) (，，") 

引理 4 设 x是实自反 l~naeh空间。A：x一 2 是撅大单调映射 ，则 

1)若 " ∈ Au．．乩一 ， ’，则 “∈ D( )且 " ∈ Au 

2)若 ∈ Au． ． 一 ‘，则 “∈ D( )且 "’∈ Au 

引理 5 设 x是实 自反l~naeh空间，C：D( )cx一 2 是极大单调映射．8c x 是任 
一

子集．若 V“‘∈ 8．j ∈ x使得 

sup ( ’一 ·t￡．一 )< ∞ (1) 
“ ． 。)E口c 

则 

co8 c 面而  int(eo~)c (c) 

其中 o。 = {n " l“ ∈8矗≥ 0，矾 = l有限项求和)，称 的凸包 。 

证明 I o。 c 丽  

V"’∈co8，则 Ⅱ ； “ ，“ ∈ 8矗≥ 0． = l，且是有限项求和，由假设(1)知对每 

个 ∈ 存在 嘶 ∈x厦当数 q> 0使得 

( 一 ，．批 一 p)≤ ． V ( ， )∈ 0( ) 

取 "= ． ∈ x．则 

( ’一 “ ． 一 I’)= ( ’． 一 )一 《口 。t￡．一 ) 

=  “ ’， 一 )+ 《 ． )一 “。， ) 

≤ + 《 一 毗)一 《 ．p)]+ <“ ．p)一 ( ‘， ) 

= c‘+ ．《“ ．毗)一 (“’， )≤ M，V ( ．p )∈ 0(c) (2) 

由引理 2知存在 ∈ D(c)使得 

。 + &， 一 "’，从而 "’一 ．∈ 

取( ， ’一 )∈ ( )代人(2)得 

《一 tl1．E 一 )≤ M 

从而 

(一 &， ， )≤M + 《 t·̈t￡．)≤ ell J l】ll协ll+ 

故 

所 以 

≤号[ +ll ll ]+ 

(3) 

号II 。II。≤专II II ]+肘≤吉II II+M(不妨设e≤1) 

／ II J II≤ ( + I1 II){ (4) 

于是 It I1一 ／7 ·／ ll J ll一 0，从而 由(3)得 
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。一 lira( 一 ．)∈ ( ) 
t’ O 

证 明 l int(c~q)c ( ) 

V u一∈ int(coS)，刚存在 r> 0使得 V 。∈ X’，ll 。Il< r时，u。+ ’∈co8'从而 

存在 u ∈ 矗≥ 0，使得 “’+ 一 乳“． (这里 是有限项求和)。 

由引理 2知存在 n∈ D( )使得 

． + 一 ，从而 u。一 ∈ 

由假设(I)知存在 ∈ X，n> 0，使得 

( 一 Ⅱ ，毗 一 >≤ V ( ， ’)∈ 0( ) 

和 I一样 ，令 Ⅲ= 丑 得 

( ’一 " 一 ’， 一 p>≤ M V ( ．p’)∈ 0( ) 

将( 。一 )∈G( )代入上式得 

(一 eJp,,一 "’， 一 ．>≤ ．I， 

从而 

(钟’， >≤ ．I，+ (肼 ， >一 <eJr,， >≤ ．I，I ． 

故 {( 一， >) 有界 由一致有界定理知 }有界，从而有子列 一 ∈ X，由 I知 u‘一 

＆， ∈ ’一 “一 “’，由 极大单调及引理 d知 p∈D( )且"’∈ ( )，从而 。̈∈ ( )。 

证毕 

定理 l的证明 

显 然，R(A+ B) ( )+ ( )．因此有雨 F丽 ，intR(A-4-B) 

int( ( )+ ( ))．于是只须证明 

雨 =F_两 雨 干而 ，intR(A-4-B)3 int(R(A)+ (B)) 

就行了，而这 只须证明 

( )+ ( ) i ；：—面 ，int(R(A)+ (B)) R(A+ B) (5) 

为此取 一 + ， — ( )+ (B)用引理 5。 

由假设知 是极大单高的，VⅡ‘∈ = ( )+ (0)，则存在 ∈ ( )，“ ∈ (0)， 

使得 “’一 + " ，取 ∈ D( )n D(B)，由于 ，B均为 3‘一 单调的 ，得 

从而 

sup ( ‘ 一 u ， 一 r><  
，．_ ‘)∈ 0fA) 

p (p‘一 ，" 一 )< ∞  
(_．_ )∈目c肿 

sup ( 。一 ‘， 一 『I)一 ‘sup ( 。一 一 嵋 ，" 一 ”) 
h．_‘)∈a( ) c，．_‘'∈口( ) 

≤ sup ( ’一 u ， 一 ”>"4- sup ( 一 ，"一 p)< ∞ 
c P．r’'∈ 口f肿 (_． 。)∈0(肿 

于是引理 5的条件全满足．从而(5)成立，证毕． 

推论 I的证明 ’ 

由定理 I的证明知：只须证明(5)就行了，这里仍用引理 5，由假设 一 +B是极大单 
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调的，V“。∈ — ( )+ (口)，取 ∈ ( )亡 ( )，使得 ∈ A( )， ；一 “’一 ∈ 

RfB)，由 A单调得<p 一 ． 一 )≥ 0，从而< 一 ， 一p)≤ 0，V(p， ’)∈G( )．由C 
— A+ B，故 V(p， )∈G( )，存在 ∈D( )c D( )，使得 一 q- ， ∈Av， ∈ 

肼·，由 

< 一 “。， 一 >一 < q-p 一 Ⅱ 一 ， 一 ) 

一 < ‘一 “ ， 一 )q-< 一 “ ， 一 ，-) 

≤ <t， 一 "；， — t，)≤ sup < 一 “ ， 一 ) 
(··，。’∈ 口(日) 

因为 口是 3 一 单调的． 而有 

sup <”‘一 ’． 一 )< oo 
(_．●‘)∈ oft) 

从而由定理知得(5)。 证毕。 

定理 2的证明 

T 设 是 3 一 单调的 

令 A； F～，B一 ，则A，B均为极大单调映射，且 ( )=D(尸)一 ，由D(B)一 X ，知 

D( )c X 一 DfB)，由推论 l知 R(A+ )一 ( )+ ( )=X，从而 V b∈X，了 ∈ D( ) 

亡 D( )，使得 6∈ q-B ，即 6∈ F_。 q-Kv，于是 b=#q- ， ∈ F-I ，“l∈ Kv，从而 ∈ 

Fu， ∈KFu，故 6∈ “d-kFg，故 c R(I+ KF)，所以 R(I+ KF)= X． 

I 设 F是 3 一 单调的 

注意到 

(，+ KF)= 车 V b∈ ，j“∈ x 

使得 

b∈ + 学口∈ Ⅱ一 b+ KFuC~b一 “∈ F“学 口∈ Au+ “∈ X (6) 

其中 Au一一K 0一 ) B— F，由 、尸极大单调知 A、B也是极大单调的，且 D( )c X— 

D(B)．由 ( )= D( )一 X及推论 1知 R(A+ )= ( )+ (B)= X．从而(6)有解。 

证毕 

定理 3的证明 

由( ·)‘知 ；￡ (G)一 L， )线性、单调 ，且 D( )= ‘佃)，从而 连续。故 A极大单调。 

又由( )知F： (G)一 L-(G)单调连续，从而极大单调，且 D(F)= L-(o)．由Is]命题 32．d 

知 ，还是 3 一 单调的，从而对 X= L，(G)，X = 厶(G)用定理 2得出结果。 证毕。 
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