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摘 要 利用集值映射锐角原理，在较 弱的强制条件下，给出了实 自反 Banach空间中 

的几十抽象的变分不等式．推广了已有结果。 
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值峡 
ABSTRACT The article estiblished several abstract variational inequalities in the real reflex 

ire Banach space under weaker coercive conditions using acute angle principle for set—valued map· 

KEYW ORDS maximal monotone mapping；variational inequality I acute ansle princple 

0 引 言 

有限维空间中的锐角原理 

定理 AC 设 D[ 有界开，0∈ D．，： 一 连续 ，若 

(，( )． )≥ 0 V ∈ ao (1) 

则 ，( )一 0在 中有解。 

条件(1)表示对每个 ∈ ao．向量，( )与 之间的夹角是锐角。 

再将定理 A推广到 Hilbert空间 

定理 B皿 设 是Hilben空间．G[ 有界开，O∈G．T： 一 紧，若 

( — ． )≥ 0 V ∈ (2) 

则 在 中有不动点。 

然后它又被推广到 自反 Banach空间中的单调映射 

定理 Ⅲ 设 日是自反Banach空间． ：日一日。单调 ．̂．半连续，若存在r> 0， 一 { ∈ 

： ll < )使得 

《Tx． )≥ 0 V ∈ a (3) 

则 一 0在 中有解。 

由于 单调、 半连续，它必是极大单调的。最近陈玉清 将定理 C推广到一般的极大 
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单调映射的情形。 

定理 D1~33 设 是实 自反Banach空间． ：D( )c 耳 2r是极大单调的，口c耳有界开 ， 

0≤ 口n J，( )．若 

(，． >≥ 0 V ∈ aon D( ) ，∈ (4) 

则 0∈ 7"x在 百n D( )中有解。 

定理C被称为单调算子的锐角原理，因此我们也不妨称定理D为集值映射的锐角原理。 

值得注意的是，(3)、(4)虽无。夹角是锐角”的直观几何意义了，但它却与单调算子理论中常 

用的一个条件 —— 强制性条件有密切关系，它可视为一种弱的强制性条件。本文按这种 思 

路来具体考虑 自反 Banaeh空间中的变分不等式问题 ，在相继的文章中，我们将考虑它们在 

椭圆变分不等式，发展型变分不等式以及控制问题中的应用． 

1 主要结果 

为在后面应用方便，先将定理 D改写为 

定理 E 设 置在实 自反Banaeh空间， ：D( )c 一 2r 极大单调 ，存在 口c 有界开， 

∈ 口n J，( )，b∈ ’使得 

< ‘一b．口一Ⅱ0)≥ o V ∈ a0fl D( ) ’∈ 

则 b∈ 在 百fl D( )中有解。 

证明 取 一 ( -4- ·)一b，V ∈ D< )一 蛳， 一 口一 "o，则 ：D( )c 2r 

极大单调．且 O∈口J n D(n)，而由VⅡ∈a。l n D( )， ‘∈ n"得"+ ·∈ao n D( )， ‘ 

+b∈ + 蛳)，从而< ，W)一 《(I|。+ )一b， + )一 ‰)≥ 0，由定理 D知存在 ∈ 

n D(n)，使得 0∈ nⅡ ，由n 定义得 0∈ ( +蛳)一b，即b∈ ( l+ )，定理证毕。 

笔者还将用到下面的 

引理It‘ 设X是实白反It,~ao．．h空间，A，B：x一2 极大单调，且 D( )nintD(B)≠ ， 

则 A+ B X一 2工’也是极大单调的。 

现叙述并证明主要结果。 

定理 l 设 是实白反l~rlach空间，如果 

( J) AlX一 2 单调 

( ：) ：X一 (一。。．+oo]凸下半连续． ≠+oo 

( a) 下列三条之一成立 

1)A#x— X。单值 ，̂一半连续 。 

2)A极大单调且 intD(A)n D(却)≠ 

3)A极大单调且 D(A)n JntD(却)≠ 

( ·) 存在 口c X有界开， ∈ 口n D(̂ + 却)使得 

<"‘， 一№)≥ O V ∈ a。n D(A+ 却) ’∈ ( +却)( ) 

则存在 ∈百n D(A+ 却)． ’∈ Ⅱ̂使得 

扣‘， 一 )≥ ( )一 ( ) V p∈ X 

证明 由(几 )及引理 l知 A+却：x一 2工’极大单调，由( ·)及定理 知存在 ∈五n D(̂ 

+ 却)使得 O∈ ( +却)(”)．从而存在”‘∈ Au，一 ‘∈ 却(”)，由次微分的定义得 
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(一 ’，，'一 )≤ ( )一 0) V p∈ X 

即( ’， — )≥ ( )一 ( ) V E-X 证毕 

定理 l推广了[d]中命题 32．36 

推论 l 设 X是实自反 Banach空间．A；X一 2工1极大单调 ， ∈X。，若存在 口c 有界 

开， o∈ 口n D(A)使得 

( ’一 ， 一 “o)≥ 0 V ∈ a口n j，( ) ’∈ Aa 

则存在 ∈D( )n 使得 ∈ Aa 

证明 取 ( )兰 0．V ∈X则D( )=X且 凸下半连续 ，却 ( )三 0，V ∈X，取 A 

一 Au—b，则 D(AI)=D(̂)，且 A ；D(A )c X一 2 极大单调。对 A ， 用定理 1知存在 ∈ 

9(AI)n百． ’∈A,u．使得( ‘． — )≥ 0 V p∈X，从而 ’一 O，故 0∈ Ⅱ～ ，即 ∈知． 

证毕 

推论 l部分地推广了[d]中推论 32．27．为叙述进一步的结果．先给出下面的例子。 

例 l[|】 设 X为实 Banae．~z空间，Cc X非空闭凸集，其指示函数 (indicatorfunction)Xc定 

义为 

)一 f 0 ∈ 
I+ 。。 ∈ x＼c 

则 ：X一 (一 oo，+ 。。]凸下半连续 ，从而a％：X一 2 极大单调且 D(a％)一 ． 

推论 2 设 X为实 自反 Banach空问 ，̂：x一 2工’是极大单调映射 ， c X是非空闭凸集， 

6∈ X ，若存在 口c X有界开． ∈ 口n D( )n 使得 

( ’一6． 一1lo)≥ 0 V ∈a口n D(A)n C 。∈ ( ÷ )( ) 

则存在 Ⅱ∈ n j，( )n ． ’∈Au使得 ( 一 ．p— >≥ 0 V ∈ 

证明 取 Ala— Aa一 ． 为 的指示函数，对 AI及 ‰用定理 1知存在 ∈ n D( ) 

n ， ’∈ Al 使得 ( ’， 一 )≥ ‰( )一‰( > V ∈X 

从而由 的定义知 ( ’， 一 )≥ 0 V ∈ 

又由 ∈Al = Au— b知存在 “ ∈ ，使得 一 r一 ，于是得 

(Ⅱ 一b， — )≥ 0 V ∈ 证毕 

推论 3 在推论 l中取 一 0就得定理 之推广。 

推论 d 设X为实自反Banach空间． ：X一 (一oo，+o。]凸下半连续， ≠+oo，若存 

在 口c X有界开， ∈口n D(却)使得 < ， — 0>≥ 0 V ∈a。n D(却> ‘∈ 

面'( ) 

则存在 ∈ 百F1 D(却)使得 ( )一 int~O,) 

证明 取 Aui 0．V ∈X，则 4：D( )=X— X 极大单调，对 A及 用定理 l得结果。 

证 毕 

定理 2 设 X是实自反 Banach空间，如果 

H ) L：D(L) X— X’极大单调 

H2) AlX一 2 单调 

Ha) X一 (一 oo，+ 。。]凸下半连续 ． ≠+ oo 

H一) 下列 3条之一满足 ’ ． 

1)A；X— x’单值 ．̂一半连续 
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2)A搬大单调且 int／?(A)n D(却)≠ 

3)A搬大单调且 D( )n int／)(却)≠ 

矾 ) D(L)n int／)(A+ 却 )≠ 

) 存在 口c X有界开 ∈0 n D( + + 却)使得 

( ’， 一蛳)≥ 0 V ∈ n D( + + 却) ’∈ ( + + 却)(Ⅱ) 

则存在 “∈ n D( + +却)， 。∈ 使得 

( "+ 。，p一 “)≥ ( )一 (p) V ∈ x 

证明 由( ．)及引理 l知 A+却 ：x’ 2工’搬大单调，再用引理 l及( s)知A+ + 

却 ：x一 2 极大单调由(阿日)及定理 知存在 ∈ n ( + L+ oe)使得 0∈ ( + L+ 

却)( )．从而存在 ∈Au，使得 一 (L + 。)∈却( )，由次微分的定义得 

(一 (L + “‘)，p一 “)≤ ( )一 ( ) V ∈ x 

从 而 

( + ’，p一“)≤ ( )一 (p) V ∈x 证毕 

定理 2推广了[4]中定理 32．I，． 

推论 5 设 x是实自反 Banaeh空间，A：X’ 2 搬大单调， ：D( ) X呻 x’搬大单 

调，且 D(L)n int／)(A)≠ ．b∈ X’，若存在 口c X有界开， ∈ 口n D( + )使得 

(“‘一 6， 一 )≥ 0 V“∈ n D( + L) ’∈ ( + )( ) 

则存在 ∈D( )n D( )n 百，使得 6∈ +  ̂

证明 取 (“)三 0，VⅡ∈ x，则 凸下半连续，且 却( )三 0，V ∈X，Aln—Aa一6， 

刚 D( )一D(̂)．且 A。 D( ．)c x’ 2z‘极大单调，对 ，̂-， 用定理 2知存在 ∈西n D( 

+ L)， ‘∈ AI 使得 

( + “。， 一 “)≥ 0 V ∈ X 

从而 + ’一 0，由 ’∈At 一 Au一6知存在 “ ∈ 舢，使得 ‘一 — b，从而 + 

一 6= 0，所以 6∈ + An． 证毕 

推论 6 取 ， ，D如推论 5， c X非空闭凸集t6∈ ’t若存在 口c 有界开 ∈ 口 

n D( + L)n C，使得 

( ‘一6， 一 )≥ 0 V“∈a0 n D( + L)n C ’∈ ( + + a )(“) 

则存在 “∈ 百n D( + )n C， ∈ 使得 

( + ’一b，p一 “)≥ 0 V p∈ 

证明 取 A 一Au—b，对 -，如及 用定理 2知存在 ∈百n D( + )n C， 。∈ 

A。u使得 

( + “‘， 一 “)≥ ‰(Ⅱ)一 ‰(p) V ∈ x 

由“ ∈ AlⅡ= Aa一6知存在 ∈ Ⅱ使得 ‘一 “f一6，从而 

(L + Ⅱ’．6， 一 )≥ 0 V ∈C 证毕 

2 推 广 

上一节在全空阉 上建立了主要结果，为使其有更广的适应性。本节将其推广到 的非 

空闭凸集 C中去。 
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引理 2r· 设 x是实自反 Banach空间 ．Cc X非空间凸集，若 ： 一 2 极大单调 

一  』Ax z∈ C 

I ∈ 

则 tx一 2 也极大单调。 

注意到扶徽分是对 x上的函数 ， x一 (一 o。，+ o。]定义的 ．引入 

定义 1 若x是Banaeh空间．Cc x非空闭凸集， C一 (一o。．+o。]。将 延拓到 

上 。 

～ f ( ) z∈C 叭 I
+ o。 z∈ z／C 

对 V z∈C． 在 的次微分定义为 在 z点的次微分 ．即 却(z)一 面(z)，因此 

V ∈ C z’∈ 却 ) {(z’， 一 )≤ ( )一 ) V ∈ X 

÷ < ． 一 )≤ ( )一 0) V ∈ 

引理 3 设 是实自反 I~naeh空阃．CC 非空闭凸集， C一 (一。。，+ o。]凸下半 

连续 ． ≠+ o。，则 却 C一 2 是龊大单调的。 

证明 由定义 ：x一 (一o。，+ o。]也凸下半连续，且 ≠+ o。，从而 面； 一 2r 极 

大单调．从而其图象 G( )= {( ．u )∈x× x u ∈ 0)}是 x 中的极大单调集， 

注意到 D( )一 D(却)c ，从而 G(却)=D( )是口×x 中的极大单调集，从而 却 ：C一 

2 极大单调。 证毕 

定理 3 设 x为实 皂反 B̈ acll空间．Cc x非空闭凸集 ，且 intC≠ ． 

矾) AlC一 2 单调 

) C一 (一o。t+ o。]凸下半连续， ≠+o。 

矾) 下列二条之一满足 ’ 

1)A极大单调 ．intD(A)n D(却)≠ 

3) 极大单调．D( )n~ntO(却)≠ 

玎·) C有界时 

则存在 口∈ C． ’∈ An．使得 

( 一 “)≥ ( )一 ( ) V ∈ 

若(玎5) C无界时，存在 口c x有界开 ∈口n D( + 却)，使得 

( ． 一 n‘)≥ 0． V u∈ ao n D(A)n D(却 ) " ∈ ( + 却 )( ) 

则存在 

∈ n D(A+ 却)， "‘∈ Au 

使得 

< ，p一 Ⅱ>≥ ( )一 ( ) V ∈ 

证明 由引理 2知 ：x一 2 极大单调，且 D( )； D( )．由(矾)及引理 1知 + 却 ； 

一 2 极大单调．由引理 3的证明知 A+ 却 C一 2 是龊大单调的。 

若 有界。刚由 ]中推论 32．27知 0∈( +却)f )在C中有解，即存在 ∈c ∈ 

 ̂，一 ‘∈却( )，从而由定义 1得 

(一 “。．”一 >≤ ( )一 (Ⅱ) V p∈ c 

即 < ’．p— )≥ ( )一 (p) V p∈ c 
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若 无界，由(矾)．对 及 利用定理 l知存在 ∈口n D( )n D( )， ∈ ，使得 

(Ⅱ‘， 一 Ⅱ)≥ (Ⅱ)一 (p) V "∈ x ’ 

由 及 的定义知此即 

< ‘，p—w)≥ 9(tO一 ( ) V ∈ 证毕 

定理 4 设 x为实 自反 Banach空间．Cc 闭凸且 intC≠ ． 

吼 ) L：D( ) C— x’极大单调 

巩) 9lC一 (一oo，+o。]凸下半连续，9≠+oo 

矾 ) AlC一 2工1极大单调且 intD(A)n D(却)≠ 或 D(却)n D“)≠ 

玑 ) D( )nintD( +却 )≠ 

若 (1'Is)G有界 

则存在 ∈ ， ‘∈ 使得 

< r+ ’， 一 )≥ ( )一 ( ) V ∈ c 

若 ( 。) 无界时，存在 口c x有界开， ∈口n D(A+ L+ 却)使得 

< ’，q一却)≥ 0 V ∈aon D(A+ + 却) “ ∈ (A+ L+ 却)( ) 

则存在 ∈ n D(A+ + 却)，d‘∈Au使得 

< + ． 一 “)≥ (")一 ( ) V ∈ x 

证明 规 = { )，V ∈D(L) C．从而 Ll 一 。极大单调，故 lx一 2 也极 

大单调(引理 2)，从而由( )及 引理 l知 + 。X一 2r 极大单调 ，再 由(矾 )及引理 1知 

+ + ：x一 2 极大单调．注意到 D(E+ + )cC及引理 3的证明知 + +却 ； 

C一 2 极大单调。 

若 C有界，由[4]推论32．27知存在q∈c，使得 0∈ ( +L+却) ，即存在Ⅱ‘∈Au， 
一 ( + 口‘)+ 却 (Ⅱ)． 

从而 ( + ’ 一 H)≥ (Ⅱ)一 ( ) V p∈ 

若 无界，由(耳e)，对 ， ， 利用定理 2知存在 ∈百n D(Z+ + )， ‘∈ 使得 

< “+ “’， 一 )≥ ( )一 ( ) V ∈ X 

由 ，j及 的定义知这等价于 

< + “’，”一 )≥ ( )一 ( ) V ∈ 证毕 
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