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摘 要 在考虑例外集 的情形下，证明了相应于微分多项式 ，，一 ， 的奇异方 向的存在 

性。 

关键词 墼里塾 垩丝鱼墼!．函数的级；Polya峰 
中国图书资料分类法分类号 O174．52 

臻式，例 
ABSTRACT W e prove the ex~tence of the~ngular direction related to differential polynomi 

al，r一妒 with concerning exceptional set- 

KEYWORI~ entire functions／meromorphi~func~on；order of function f Polya peak 

0 引 言 

龚向宏(参见[1])证明了 

定理 A 设 ，(z)为 平面上的 (̂0< <̂+oo)级亚纯(整)函数，则存在一条由原点 

出发的半直线 △ ：argz一00(0≤0o<2n)．使得对 V e> 0，V”∈N且 ≥ 5( ≥ 3)以及 VⅡ， 

b∈ c_＼{0)(口∈ ＼{0)．b∈ )均有 

而  型  一  ̂
⋯  10Br 

笔者证明相应于定理 的例外集的存在性 ，即在考虑例外集的情形下 ，上述定理仍成 

立 

设 ∈ ，(a．)为满 足 + l> l 的复数列，( )为正的无穷小数列，记 

U(1=一 l< l ．1 

笔者的主要结果 

定理 1 设 日如上定义。则对任意的 4(0< <̂+oo)级整(以o。为Nevanlinna亏值的 

亚纯)函数，均存在一条由原点出发的半直线△：argz；0o(0≤0o<2a)，使得对V。> 0．V” 

∈ JY且 ”≥ 3(≈≥ 5)以及V口，b E-C且 d≠ 0(Ⅱ，b E-ĉ、{0))均有 

而 !堕!! !! 拿 ： 兰生一  ̂ (1) 
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其中 S(r， ， )一 (=：Iargz一 I≤ P)n ( ≤ ) 

笔者所使用的记号．均为值分布论中常用记号[ 。 

1 定理证明所需引理 

为了证明定理 1．需如下引理 

引理 l 设 ，(=)为开平面上的 (0< <̂+。。)级亚纯函数，则对 V ：0< < l，V 6 

∈ {0)，V一∈Ⅳ且 ≥ 5均存在一个仅与 ，． ．6有关的正数 (> 1)，使得当 I I> R时， 

存在点= ，对 V ∈c均有 

( m，，一a)< {Ⅳ 号+- I I+- ⋯+- 击+-饨 } 
(2) 

其中 Ⅳ一 ≈( I I． ，， 一 广一6— 0)+ 1 

[注]：从引理 1的证明 过程可看出，，(：)为整函数时，有类似结果。事实上，文献[1] 

中证明引理 1(即文献[3]中引理 d．8)时．应用了该文献中引理 3．2的(3．102)式，对整函数 

的情形，改用引理 3．2的(3．103)式即可。此时 ，引理 l中的 ，只须 ≥ 3． 

2 定理 1的证明 

由于 ， 一a广一 一 [(a ，J 一( ，)。} 
所以，笔者只须对 tl— l的情形加以证明。 

2．1 亚纯函数时的证明 

取定 5(0< d< 1)满足 

241og{(2 
24 < 1 和 —  一 < 1 

设(r．)为满足[3]中引理的一个 级 Polya峰序列。下面区分两种情形。 

I 存在(r．)的子序列(r． )使得 

i导r ≤l=I≤(1 4- )r l n日一 (3) 

[4]证明了，当门 分大时，对每个J均存在 ∈ (机．，≤ ≤r )使得对 V n∈C 

"( ，，： d)> 由 ’ (d) 

最多除去两个球面半径为 e～ ’的球面圆 sj”，s 中的复数。其中 一 0(j一 。。)， 一 

一 ≈I< IzJI)· 

取 为(argz~)的一个聚点．那么笔者断言：△：argz一 即满足定理 1的半直线。若不然， 

即存在 > 0 ∈Ⅳ 且 ≥ 5．6∈八 {0}．使得 

logN{ (r， ， )＼ ．，r—d， 一 6) 

= 二 logr 

由于 ∈ (西 ，≤ IzI≤ r )疑(3)知 

< f< A (5) 
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(I：一 I<昔 J n ： 
由0o的定义，不妨设argz 一 ( 一∞)，刚存在 ：0< <{<l，使得 

(1：一 l< l：_1)c (1argz一 l< (』充分大时) 

且 (1：一 l< 1)n 一 

由以上二式及(5)知，当 充分大时 

( 1。J1， ，， 一 ，一6= O)< (1+ d) 

设 > 1为引理 1中的正数，应用引理 l，当 j充分大时，对 V ∈ 均有 

( ，，一 )< l l蛳，一n J 

< {(1+d) JI。B导+10B l I+1og I6l+10B +1og } 
故当 』充分大时，对 V n∈ C恒有 

x( ．f= d)< r (f< "fl< )̂ (6) 

最多除去一个球面半径为e一 的球面圆 8 

由(4)、(6)知， 充分大时 r < r 

从而 ≤̂ t ，矛盾。这便证明了笔者的断言。 

I 对 Polya峰序列(r．)有 

{{r-≤l：I≤(1+d)r1)i"1 ≠ 
进一步假设 

{I z— ．I< l Ji"1 f导r．≤l I≤(1+d)r．}≠ m≥ 。 (7) 

3~E43中证明了：当m充分大时，对每个m均存在z_∈f 41 a．．一-l≤l。I≤普r 】，使 
得对 V d E-f均有 (n ，，一d)> (8) 

最多除去两个球面半径为e— _，II’的球面圆 ， ，其中n一(I 一 I< I：-I】，‘ 
— ’O(m—’∞  ． 

取 0o为(argz．)之聚点．则△ ：argz= 即满足定理 1． 

若不然，即存在 > 0 ∈ JY 且 ≥ 5．b∈ ＼{0)，使得 
一lira‘ !i苎 !! ! 
⋯ logV 

< f<  ̂ (9) 

由d：o< <l一∈f 4l ．一．I≤I：I≤普r．】知，当m充分大时 

(I：一：．I<翕l I】c(z1％-1I≤I zI≤詈 ) 
又易证明 

f(Zl ．一 I≤I I≤争_)n — 
从而 

(I=一 l<击I l】n 一 (1o) 
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由 0o的定义，不姑设 argz．一 (m一 。。)．则存在 ：0< < < l，使得 

(f=一 ：_f< f f)c (farsz一 0f< ) 

且由(1 0)式 

(1：一= I< l=_1)n 一 

以下的讨论与 I完全一样．略去。 ． 

综合 I，I知，定理 l对以 oo为 Nevanlinna亏值的 (0< <̂-4-。。)级亚纯函数成立。 

2．2 整函数时的证明 

类似 2．1中之证明，只须将其中应用引理 l的地方改为应用其[注]，同阵可得整函数情 

形、b≠ 0时定理 1的证 明，即存在一条由原点出发的半直线 △；argz一0o(0≤ ≤ 2 )，使得 

对 V e> 0，V ∈ Ⅳ且 ≥ 3及 V ，b∈ {0}均有(1)成立。 

笔者断言 。就上述方向，当 b一 0时(1)仍成立。 

若不然，假设存在 ％> 0 ∈ Ⅳ且 o≥ 3，使得 

而 业 掣 = < < (儿) 

令 9一一 

显然 9的级仍为 ，△ ：argzo一 仍为其一条 级̂ Borel方向。相应于 2．1，分两种情形。 

情形 在此情形下· 一【l=一 I<盂 l J仍为9之充满圆，且对V ∈ ，均 
有 ( ．9一 )> (“o一 1) (I 2) 

最多除去两个球面半径为 e～‘ ～ 的球面圆sj”， ，其中 ‘一 0(』一 co)． 

由于 32 n 一 ，易证存在(32 )的一子圆列，不妨设为其本身 ，当』充分大时 

32 c (1+ 6)r．j，0o， )＼ 

从而由(11)知，当』充分大时 

(32 ．， 一 ，o= 0)< (1-4-d)’r 

又 ≠O，且 一 1目， 一  ̂一 O，所以 

n(32 ，9= 0)+ (32 ， 一 1)< (1-4-d) r二 

由文献E2]中定理 5．8知．对V 4∈c 

“( ， = d)< r (f< ff< ) (13) 

最多除去一个球面半径为e ：，的球面圆。 

由(11)、(13)得 ^< ff，矛盾。从而在情形 I下 ，证 明了断言。 

情形 I类似可证 

综上所述，定理 l对整函数的情形得到证明。 
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