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n 摘 要 详细地研究了m阶尺度函数，特别是啦 (￡)和信号的采样，零阶保持逼近。导 
出了信号初始近谱的计算方法。对信 号的一维 Mallat算法的实施作了系统的讨论。 
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ABSTRACT The sampling method for s~t[e function  (￡)，specially (￡)and signal are 

s【udied in derail．With*he help of zero order holding approximations of the sca1e function and sis- 

na1．*h e preliminary approximation spectrum of*he signal are derived．Then．the implem entation of 

one dimensional M allat algorithm _培 indroducvd systematically． 

KEYW ORDS one dimensional Mal~t a~ori*hm l scale function f signal}samplin鲁；zero or— 

der holding approximation l prelim inary approximation spectrum 

1 m阶尺度函数的采样和零阶保持逼近 

设 (f)是函数空问 Lz(R)的规范正交母尺度函数。由 ( )生成的 m阶尺度函数则是 

． ．(￡)=2--~： (2 t t)=2-．1~ [2一‘(t一2 )]# ∈z (1) 

式中 m叫尺度参数，是无量纲的整数 。￡表示时间，不妨约定其量纲为[s]， 为整平移参数，量 

纲也为[s]． 。 

为了适应数值计算的需要，常设 +。(t)只取值于 ot轴的有限区间[2II— ／2，2 4- 

／2]上，并称 为 ．。( )的有效长度，2 *为 ．．(￡)的中心坐标。 的取值有人为性。要求 

计算精度高时， 的值应取大些 。好的母尺度函数?，取得小些也能保证必要的计算精度。不 

失一般性可将 表示为 

=r·2。 Es] (2) 
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显示出与 m有关，式中r为一适当选取的自然投。 

．．(f)育饥颧 。记为 ，可表示为 

= 号 。 (3) ‘ 
也显示出与 m有关．式中a也为一适当选取的自然投．当r取大值时，则 a可取得小些。 

在数值计算中需对 铷．．( )进行采样，可取采样间隔为 

△：一 2。／a(； i／2，=) [s 

并将采样点坐标取为 

f=2_I+ △； [s] 

] 

=0·± 1'．．·，± Ⅳ．，n =[ ／2△；]+l 

这里[r：／2△-]为 ／2△；的取整，注意到 2I =∞△：，于是采样点坐标又可表示为 

f= ( + )△ ；， = 0，士 1，．．·，士 N． 

至此可写出 ．．(f)的采样值序列为 ． 

引入无量纲时间 

他．．(2I-+，△：)= ．．[( +，)△；] 
一 0，士 1 ··士 Ⅳ． 

f= t／△： 

对 (f)， ．．(t)． ．．(2。-+ △：)可改记为 

取 [-laar函数 

( )▲ 伊(△；f)= (f) 

．。(f)一 ．．(△：f)= ．．(1) 

．．(口+_ )= ．．[( +，)△1] 

一 { ” 

作插值函数，则由 ．．( + ，)可造出 ％．．(f)的零阶保持逼近式 

(4) 

(5 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

．．( )= ．．(T)≈冠．．(T)=∑珐．．( +，)，(f— 一 ) (10) 

2 Daubeche~尺度函数的采样 

I)aubech~ 母尺 度函数记为 (f)，由于具有有限支集，特别适合于在信号分析中运 

用。 

(1)是由有限长度尺度序数 (-))构成的双尺度差分方程的解∞，通常是甩数值 

方法求出．投有严格的解析表达式，而是用效表或曲线的形式给出啪。 

作为例子，附表示出 ”( ))的数表，面附图则示出D ’(1)以及(／ )I西 (m)I的图 

象．这里的 b ’(m)为D (‘)的付氏变换，可从 D (1)的R丌得出。 

采用母R度函数D (f)做信号的小波分析需从D ’(n求出啦 (1)的采样值。这里的 

蹦 (‘)是将D ’(f)进行m次伸缩和平移 的变换得出的 阶尺度函数． 
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附 衰 ’(t)的数值 

0．75 —0．25 0 

tls 

0 

0  

。 

耋一 
5鱼 

(4) ”(1)的图象 ( √2 I (∞)的图像 

附 图 ”(1)和 ， I < 的图像 

对于任意母尺度函数 9(1)，有 

‰(2-，t+脏 2-'／2el2一f 2-s+ 等)- 
=2一，， f导1 (11) 

作为上式的特饲，立刻可得D (1)与D ’(f)两者采样值的关系； 

删(2_l+#S／x，)= 导) (12) 
还需说明(12)式中参数 a和 的选取。考虑m一 0情况．由(4)和(2)可得 

a=E2P,3+l} r=[吧]+l (I 3) 

式中的 ， 分别是 (1)； 伽．o(1)的切频和有效长度．将(1 3)回代入(4)和(2)则有 

△；= } =2。([吧]+ 1) ( 4) 

将(14)代入(5)中N 的表达式，则得 

Ⅳ =1专([嘲 +1)(E2 ]+I)I+I (15) 

从而 一 0，z I，士 2，⋯ ，士 N． 

已知除Ⅳ=2之外，D ’( )都不具有对称性，为了减少计算时间，可令 非对称地取值： 

： 一 ，一 + l，⋯ ， l，0，l，2．．．．，N (16) 

例如对于 ”(f)，参考附图可取 一 15／2．~一 2．4 Hz，僻 一 l s，于是 ，a= 5 Hz，r一 2 

s，Ⅳ = 6．Ⅳ — O(如取 吧 一 I Iris，则 = 15× 1000 Hz，但 一 6，Ⅳ 一 0)． 
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3 信号的采样和零阶保持逼近 

997生 

考察有切频为 ^ 的带限信号 

圳  = 

这里 为信号记录长度，设尺度参数 m是这样选取的：即设 

△；； 2 ／-≤ △。； i／2̂  

于是有 

m≤叫螽J 
约定取 

m = [叫螽J]+- 
如此则可取 △；作 z( )的采样间隔，得出 z(￡)的采样序列 

z(f△；)， f= 0，l，⋯，ⅣI一 [ ／△：]+1 

也引用(7)定义的无量纲时间 = 2／A：，则有 
．  

zJ(f)垒 z(△；f)= z( ) 

(f)一 z(△：f) 

也取 Haar函数 (9)作插值函数，则可造出 z(￡)的零阶保持逼近 

z(￡)=zI(f)= (f)=∑ (z)P( ．z) 

= ∑z(f△；)，(f—f) 

4 信号的初始逼近谱的算法 

(i7) 

(i8) 

(i9) 

(20) 

(2i) 

设 z(D ∈ ，这里 

-= span{ ．．(￡)，≈∈ } (22) 

于是 

z( )=∑ ．． ．．(￡) (23) 
_∈ ￡ 

或 

zI(￡)一∑ ．。 ．．( ) 

式中 

．

． 一 <z( )， ．．(￡)>= <zI(f)， ．．(f)> (24) 

就是 (￡)的初始逼近谱(即m尺度逼近谱)。以-f(t)，蟊．．(t)代替(2d)中的zI( )， ．．( )， 

可得 ．。的离散计算公式： 

．．
= f∑ (f)p(t—z)∑ 、．( + )，( 一 一F)d 
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= ∑ ∑ (f) ．．( + )d．-．+_ 
f J 

一 ∑ (d≈+ )矗．．( + ) 
J 

= ∑ ( + )△；]似．．[( -I- )△1] 
_ 

可见 和 ，(r)的引入只起辅助推演的作用。应用(25)计算 ．．时，它们的影响消失了。 

当中 L-坚标 一 满足 

≈< 一 ／ } >̂ (Ⅳ。-I-̂  )／ 

或 

．  <一 ]+一I ； >《[等]++l警]+z】告 
对应的 ．．一 0．真正需计算的 ～，其下标 应满足 

一 鲁≤ ≤ 
或 

一  ]+ ) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

≤n≤([等]+ +z)告 

5 信号小波分解的 Mallat公式 。] 

由于 

z(f)∈v．= +l0w．+l (30) 

式 中 

w．+I= span{妒l+1．．(f)， ∈ ：) (31) 

是 m+ 1尺度小波空间 ，而 机．。(f)； (f)为与 (f)对应的母小波函数，将 z(f)放到 + 和 

矸r_+-中考察，就有 

z(f)= z：+l( )-I- ：̈ ( ) (32) 

式中 

+l(f)=∑ ． ．( ) (33) 

z：+J(《)=∑W_+1．。 ．( ) (34) 

而 c． ．与 r_ ．分别是信号 (￡)的m+ 1尺度逼近谱和小波谱，并有 

-+1．。= ( ¨，他 ¨．．>= 一 +I． ．̈ ．I> 

=<∑c．．．％．．， 。>=∑( ．) 一 (35) 

W ．+1
．．一 (x-r+I’妒一+1．·)= 一 z-~+l，机+1．·) 

=(∑以．． ．．， ¨-)=∑( ．．， ·) ．． (36) 

由于 

⋯  -』．另 _(秀 
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一  

f ( 一 ) (詈一 )却 (这里 一z—t) 
一

寺 J。 ( +2／；一州 (这里 一2k) 
一  

卜I． (37) 

类似的推演还可得 

( __' +I．·)一五一 (38) 

式(37)和(38)中的{ )和 )分别是对应于 (￡)的尺度数列和小波数列。 

将 (37)和( 8)分别代入(35)和(36)就得信号小波分解的 Mallat公式： 

+ --． 一 ∑j1．一n ～； 。=∑ ～ (39) 

由于引入了{ )和{ )，就使 “·和 Ⅳ．+ 的计算 只依赣于 ．．，而不 再与 ( )和 

．·(f)的采样值发生直接的联系。 

应用(39)时 ，需确定下标 “和 的取值范围。前面已说明 ．．= (z(f)， ．．(￡))中 的取 

值范围为(29)式。仿此，(39)中 ·一 《 ( )， 。( )，从而还有盂一 的下标 的取值应 

满足 ： ’ ’ 

一 (F⋯-l+ ) ≤ ≤([啬]+[詈]上z)丢 ㈣ 
其次鉴于{ )与{ )有一一对应关系 】； 

一 (一 1) 一 l一· (41) 

因此(39)中 ”，从而还有 ． ·的下标 的诹值也应满足(40)． 

(40)表明 取哆区间长度为[ ]+r+詈．而(29)表明-的取值区间为[≥]+r+ (40)表明 取值区间长度为I南l+r+音．而(29)表明-的取值区间为I l+r+ 

音·前者比后者缩减了{·这意味着数组{ 一．-．)，{ r_+-．·}的元素比{ ．．)都少一半。 
由于 +I— +l0 r_+： (42) 

式中 -_+}为尺度 m+ 2的小波空间，并有 

+z—span{2 一+” 2-I-州 一-]，∞∈z] (43) 

将 《+-放到 +t和 -_+，中考察，则有 

=+I= z+ 靠+t 

=+：；∑ ⋯ “。(￡) 

z ： 一 ∑，：’_+z．．， m ．j 

一 · 一 ∑j1． 一 一·=∑ 一 +--． 

逐步地仿此到第r+ l步可得 

z：+f一 +，+l+ 《+，+ 

z：̈ l一∑C．+t ．， + ．．( ) 

z：̈  一∑ +r+l-．， +_+1．．( ) 

(44) 

(45) 

(d6) 

(47了 

(48) 

(49) 

(50) 
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+ 一 ．。 = ∑jil—n h ．+，“．。 ∑ 一 ． (51) 
／  ● ● 

所谓对信号作 + 1步小波分析就在于计算出诸 一+．， +·以及 +．( )， +．( )，i= l，⋯，r 

+ 1． 

由于每做一步小波分析，得出的逼近谱和小波谱数日都减少一半。如设{以．。)含Ⅳ个元 

素，倒如设 N= ，则 r+ 1= 10时小渡分析就餐止了。 

B 信号的重建 

按 (24)有 

《 ， ．．>一 ．． 

按(33)和(34)并引用(37)和 (38)又有 

《《+l， ．。)；∑《 +1．。， ．·) +l-。 
● 

一 ∑k一 
● 

(吐+l， ．．>=∑《 +I．．， ．·> 。+h． 
■ 

= ∑ 一- 。 ． 

应用这些结果于(32)式与 ．．的内积表达式，可得 

以．．=∑五．一 c + +∑ ．- ．+1．。 (52) 

叫做Mallat反演公式．也叫做信号的一步重建公式。仿此可求出从 r+ l步的逼近谱和小波 

谱 以+，+ ， +，“-可重建出 步的逼近谱 

+  一 ∑五．一l 以+，+̈ +∑ ．-t。 ．+一 ．。 (53) 

递推之，可以从 ．+一．．和 卯 +， ．'．．．， ·重建信号的韧始逼近谱 ⋯．如将此 ．．回代 

入(17)式，则可重建信号 ( )． 
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