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摘 要 讨论一般的平面自治系统的解的有界性与周期解的存在性，得到了含有多个 

奇点的(1)的解的正向有界充要条件和存在周期解的充舟条件，推广和改进了有关的结果 
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o 引 言 

关于平面自治系统尤其是其特殊系统解的有界性与周期解的存在性，国内外已有大量 

文献进行过研究，取得丰富成果，“ ”，且这方面结果至今仍在各种数学期刊上不断涌现。 

在假定系统只有唯一奇点的条件下 2～7]得到不少解的有界性和周期解存在的条件，然 

而，许多实际问题是具有多个奇点，因此，近年来引起一些国内外作者对平面自治系统或其 

特殊系统具有多个奇点时解的有界性及周期解的存在性进行了探讨 一”． 

笔者研究台有多个奇点的一般平面自治系统 

￡= 0，，) =口( ， ) (1) 

的解有界性和周期解的存在性问题，首先得出了含多个奇点的系统(1)的解有界的充要条件 

和周期解存在的充分条件，推广和改进[1～2]工作，所得结果以[1]的全部结果及[2]的相应 

结论为特例。 

文中，均设P(￡， )。口(￡， )∈ ( ， )，且保证(1)初值问题解的唯一性。 

记 ，(￡， )；=[口( ， )一口(￡，0)]／P( ， ) 

· 收文日期 1996一O6-10 
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为了简化定理证明，首先介绍两个引理 

引理1 如果卯( ， )>0( ≠0)，I~Iliral (￡， )I>0，那么系统(1)的解没有垂直渐近 
一  

线。 

证 只证(1)的任何正半轨不存在垂直渐近线即可用类似方法可证(1)的任一负半轨也 

不存在垂直渐近线。 

假设不然，那么·至少存在一正半轨有垂直渐近线，记这样的正半轨为 ，且其参数方 

程为￡= (￡)， = ( )，易证存在“使得当窖‰时有 ( )>0(或 ( )<0)，沿 +从“到￡≥“ 

对 =，(￡， )积分，得 

￡0)=z(t0)-4-I p(z0)． (￡)) 
J Iu 

因此，由引理条件知当um ( )一+。。(一∞)时可导出Urn (￡)=+。。(一∞)，明显与 +有 

垂直渐近线矛盾。引理1得证。 

引理2 若有界区域G中最多含有有限个奇点，且包含一正半轨线 ，则系统(1)的 

的 极限点集只可能是； 

1) 唯一的奇点；或 

2) 唯一的闭轨线；或 

3) 可列个两端邻接奇点的轨线。 

1 主要结果 

定理1 如果系统(1)满足 

Ci) 弹0· )>0( ≠0)， lp(z． )l>0 

G) 当 充分大时，存在连续函数， ( )、 ( )使 

l( )≤ (￡， )≤ (it) 

ca) 对V五∈c( ．(0，+∞))和 h‘∈c( 一，(一∞，0))有 

— — r 

lira l，(￡．̂(0))dn<+∞ 
，一 十 J 口 

lim J，(s．̂。(0))ds>一∞ 

c．) 当⋯充分大时，存在连续函数 (z)、 ( )使 

(￡)≤，( ， )≤ (￡) 

G) 了a≥0及 (￡)∈c ((一∞·一a]． )(或 ( )∈c ([ ，+∞)， 一)使得 

口(￡， (￡))一P(￡． (￡))】，L( )≤ 0(≥ 0) 

C ) | 6≤0≤c使得 [6．c]时，zq(z．。)<0． 

cw
． ( ( )出+』： ：～。。 
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nm(1 Q(z，0)dz—I， ， 。(s))ds)=一oo 

则系统(1)的所有正半轨有界。 

定理2 若C )～C。)成立，且I Q(z，0)dz和l Q(z，0)dx至少一个有界，则系统(1) 

所有正半轨有界的充要条件是C7)成立。 

定理3 若C一)～ct)成立，且 

c． 系统(1)的有限个奇点均为局部排斥(repulsive)，则系统(1)至少有一个非零周期 

解。 

附注l 由于Q(z，0)在区间[6，c]上可以无限多次改变符号，从而系统(1)可能有许多 

奇点。 

附注2 若当y>0充分大时，百鬲y(x， )<0(或当y<0充分小时I丽 y(z， )<O)，且 

些簧 < ‘ ( ， ))或 < 一 ( ， )))，那么当c．)成立时Q)成 
立。事实上，由上面假设知：存在 >0及充分大 >0使得，( ， )<0和，( ，h)≥一 

(或一，( ，一I。)≥一IQ(z,0)I，，。，一h))对 ≤一口(或 ≥口)，所以取y )=h(或 

( )一一h)，则Cs)成立。 

附注 3 定理 l～3中，当系统(1)为如下特殊系统时 

— p( ) =一 ，0)ply)一 0) (2) 

可得含有多个奇点广义IAenard系统(2)解的正向有界的充要条件及存在非零周期解的充分 

条件，这时[1]的结果为本文的特例}再若定理l～3中，对(2)中的，( )一 时，则得Lienard 

方程含有多个奇点的情形，得到[23相应结果，并去掉或放松一些相应限制条件。特别地，cs) 

中b=c~O时，可得含有唯一奇点的Lienatd方程，所得解的正向有界的充要条件和存在周期 

解的充分条件与[6]、[10]中相应结论是不同的，它们不能互相包客。 

附注4 若系统(1)的所有奇点均为源时，则条件C-)成立}再若c．)中6一c—O，且0<I 

I、lItI《1时有y(z， )≥0，≠0， ( ， )--p(0， )]≥0，则系统(1)的唯一奇点0(0，0)是局部 

排斥的，实际上，取包围原点的闭曲线 

(̂ ， )一l p(0， )曲一l q(z，0)出=C 

当 0<c《l时 

等I⋯=口0，o)[ ( ， )一 (o， )]+ (0， ) 0， )，( ， ) 

≥0，≠0， 

由此，原点是局部排斥，此时Ce)成立。 

附注5 若函数 ( ， )、q(z， )解析，C )中6一c=0时，由定理 3和[4]的定理 l_5知满 

足C---Ce)的系统(1)至少有一个稳定极限环。 

2 定理的证明 

定理 1的证明 
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首先考虑Cs)中关系 ( )E-C‘((一o。，一a]， ) 

设(x0，y0)是相平面上任一点，若要结论成立，只需证过点(xo，Vo)的正半轨有界即可。 

选取常数 使得 

>max{lal，l 6I，lcl，I l，l I) 

那么系统(1)的所有奇点和点( o， 。)都在矩形区域((z， )I l I< ，lyI< )中。 

由c1)，Cz)，易证1／r(z， )当y∈[ ，+o。)和 ∈(一o。，一 ]时有界，设 

M — sup{1／p(x， )) 

又由C·)知，f(x， )在 ≤ ， ≥ 时有界，令 

N一 舶 {lf(x，，)l，lQ(x，O)I) 

> max{ + 2／cN(1+ )，y(一 )) 

且设(1)从点 (一 ，”)出发的正半轨为付， — ( )是它的方程， =x(o，，： ( )为付 关于 

时间 的参数方程。因为卵(z，y)>O( ≠O)，因而在y>O的半平面上，随着 的增加，在付 

上的点( ( )，y( ))将措着付 向右移动。为此，我们将证明付 在y>O半平面上当“>b时 

必与直线 — 相交，且对 ∈ ， ，]时有 ( )> ，其中这里 满足z(“)一--k，，( )一 

否则，由引理 1和定理 l条件知，存在 ∈E-- ， ]使得，( )一 ，且对z∈[一 ，d]有 (z) 

> 。另一方面，沿着付 在[一 ， ]上对如下方程积分 

一 f(z,ydx r(x )+ (3) 
，y) 。 ( ，，) ⋯  

一 一一 -f(x,y(x) 一 血 

≥一Ⅳ(d+I)一MN(d+ ) 

≥一2KN(1+ ) 

于是 +2／~N(1+ )，这与w>max{k+2k,N(1+ )，y(--k))矛盾，因此，存在 > 使得 

付 在江^时与直线 ： 相交，且当f∈ ， ]时 ( )>I，设其交点为A，(I， )，则 >k 

下面证明， 必与 正半轴相交于也( mO)在时刻t2>t。时，且对￡∈(“， ：]有 (￡)> ． 

假若 对所有 >^时不与z正半轴相交，那么对任意 ≥“有 ( )>0，且当 趋于 

+oo时，付 只可能是以下3种情形之一： 

i) z( )<+oo，lira Y( )=+oo 

豇) (￡) +oo，lim y ( )一+o。 

iii) ( )一 +∞ ， (￡)<+。。 

根据cJ和引理 1，易知情形j)是不可能的。 

若n)或iii)成立，由ve(x，，)>O(，≠O)，有 (￡)> 对任意t>t ，对方程(3)沿 从 到 

≥ 积分得 (f)一 +J ，+Jls~z,y( ))血+J· 出 
f 

≤ +J·f(z， (z))dz．这里 ≥ 

由ca)及上面不等式可得lira ( )<+o。，因此n)不可能。 

假若in)成立，那么存在常数C>O使对所有 ≥cl有0<y(O≤c，由 )可选取 
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D>m“ Sup{ip(z， )}，l} 

那么，对 l≥^得 

(z)== 一+』：，( ， (z))az+』： az J● J 、 ●，、 ，， 
≤ —l-I-P(￡)一F( )+吉0(￡)一吉 ) (4) 

r f 
其中 ( )= (￡， ，0)--d， )=J o口(z，O)dz 

根据cI)，存在 >O，对所有z≥I使得F(z)g。另一方面，由cr)得存在Z0> 使对z≥ o。 

有 (￡)+ (￡)≤一脚 l-I-DF(k)+ (I)一(D—1) 

即 0(￡)≤一脚一l+脚 0)+G( )一(D--1)霹一 (x) (5) 

代入(4)得 

(￡)≤ ； (F(￡)一日)<0 当 ≥ o 

而当￡≥ 时有y(O>0，这样导出矛盾，因此ni)是不可能的。 

于是， 必与z正半轴在时刻 >“时相交于Az( io)，又在y>0半平面害=，( ， ) 
>O，从而当l∈(̂，b]时有z(D>k． 

同理，根据引理 l和C )可证当l增加时，在 y<0的半平面上，对 在时刻b>b再交直 

线 = 于 s(I， )． 

现在 =I上选取点B(k， )使 <一max{w，l sl】，设 是(1)在时刻l。过点丑的正 

半轨，其参数方程为z z‘(￡)， = 。(￡)。像 类似讨论，可证明 在时刻 > 于y<0 

半平面上必交直线z一一I于点丑(--k， )，且当￡继续增加时，咐 在时捌 >l，交z负半 

轴于点岛( ，0)( <一I)，再在时刘 > 在y>0半平面上交直线￡一一I于点丑(一 ， 

yas)，且进一步当l∈ ，￡ 时 。( )<一I，当l∈( ， )mr有 ￡。(￡)<一k 

现在进一步证 “<札’ 

由条件C )在曲线 =y(z)上对z≤一。时有 

一  ≤0dz 
，“， ) 

因此， 在 ≤一d时不能穿过曲线 一y(￡)，因而由 > 及札’>y(一I)得弘≤y(一I)< 。 

又因在线段百 上象>0，在线段丽上塞<0，所以，根据系统(1)解对初值问题的唯一 
性知，系统(1)的任一点出发的正半轨都在闭曲线L：AAzA=A~U—A,BUBB B2B。U百 内部，而 

不能穿过L到它的外部去。由于( )位于闭曲线L的内部，由此从 ， )出发的正半轨有 

界。 

对G)中y( )∈c。([d，+。。)， )，考虑坐标变换；=一z，；=一 及i=￡根据前面即可 

得。定理 l证毕。 

定理 2的证明 

充分性由定理 l即得。 

下面证必要性 

反证法。如系统(J)的解均正向有界但C )不成立，不妨设z>0时不成立，此时， 
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0)如，J口f(x，h(8)ds在[0，+。。)上均有界，可设J oQ(s，0)d8>一 ，J of(6，̂(s))如>一M( f r r 

>1)，由c。) l>0知：j y>0， >。对一切 ≥ 均有 ( ， )≥ ；由于 0Q(8,0)如 

f 一 

>一M，故存在 >c使得J Q(s，O)ds~一l，取vo=r+M+T 。现证从( 。， )出发的系统 

(1)的轨线当f≥0均有 > ，若不然，设T为首次使 (f)到达 者，在[0， ]上， (t)≥y，此时 

，( ， )≥ ，由d z： (z
， )及 c一)知 ( )> (0)，且由方程(3)得 

c ——，co =：』：：，c ，，c a -'l-f：： a ( )一，(0) Jlco1 (州( ) 景 出 
≥f ：，(z， ( ))d +—1J Jf：： 口( ，0)d {(0) I【O) 
≥一M一{ 

9 

又 ( )一 (0)： 一(y-{-M+--~)一一M一{，从而得一2≥一1，矛盾，所以从( ， )出发的 
轨线，由于；≥ >0，得其正半轨是无界的，这与假设矛盾，必要性得证。 

定理3的证明 

由定理 1知在有界区域0中包含一正半轨 ，再根据c1)和引理2即得定理 3结论。 

3例 子 

为了加深对定理理解，下面举几个例子加以说明。 

倒1 对任意整数一，系统 

l{z= (2+sinx)arctgy 
+ l zn 

l；=一(2-'l-sinx)arc~·Ⅱ( 一i )一xⅡ(x+a-) (6) 
一 l -- j 

其中自( =l，2，⋯，2H)是常效 

则(6)的所有正半轨有界。 

事实上，它满足定理 l条件，现验证之。 

C1) 卯( ， )=(2-I-sinx)·yavct．gy> 0( ≠0)， 

1 l(2-}-~nx)arctgyI一{(2-{- n )>0 

G) 当I l充分大时 
一 4arctg⋯≤r(x， )≤arctg⋯ 

cI) ， 塑  

Ⅱ( ：一 ：) 

于是 l f(x，y)dx：千。。 

C4) 显然成立 

G) 根据附注2 lin f(z，，)<0，且 
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一 zⅡ(z+m) 
Ⅱ( 一 ) =0<sup(p( ， )) 

●}j 

从而c ) 满足 

G)由于HnⅡ( +m)一+o。，因而存在N1>o，当 >肌时，． 0+m)>1，于是 

[一Ⅳ．Ⅳ ]时，珊(￡，0)<0 

G)因为r 口( ，0)d =一。。，故 )成立。 
由定理 1得(6)的所有正半轨有界。 

例 2 微分方程 

f；一 喜 
1 arctgl I．∑叼““ 

l；：一 干i -i 

(7) 

其中 为正整数^t>o且 d >0，则系统(7)存在无界的正半轨a 

用定理2证明之，实际上，C．)、 )、C )易验证成立，下面说明G)、c·)， )成立，而cr) 

不满足即可· 

，( ，，)=Q(z,y )

(

--  

， 

Q

)

(x,O)=一百 a rct gl~ l ．． 

于是易证在 ∈[0，+一)上f (s，̂(s))如有界，在 ∈(一o。，o]时，j (s (s)ds)有界， 
从而ca)满足 

C． 一 孥 < < 辈 

G)』叵，( )<0，且 
一  · 。< Ⅵ ， 

由附注 2知cs)成立 

但 f 口( ，0)出；一2，因而c，)不成立，由定理2知系统(7)存在无界的正半轨a 
例3 设a≥2，6>0，n、m为非负整数， ≥l，则系统 

：： ( Ⅱ+arctgy)(a+咖 ) 

；；一 一一-117( 一 )一缸(1+ 。) (0) 

至少有一个稳定极限环，且所有正半孰有界 

考虑(8)的等价系统 

I 卉 @ gy) 
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I y。=--再~,2． +1
．

2

l_1．--1
．

( 一 i。)／(4+ )一 a H-- sinz (9) 

下证(9)满足定理3条件 事实上，易知C )，C：)，C )成立，现验证其余条件 

f(z,y)一 

一 一 Ⅱ(z 一 )／[ “4-arc~y)(a+sinz)] 

明显地 I f(z，y)dz一千o。，从而Ca)满足。 

c．)亦满足 

又 lim，( ， )< 0，且 

lira 一 1im b lzl(ka+arct~) 

一 “" ⋯ jj『( 一 ) 
< sup{v(z， )) 

根据附注 2知cs)成立。 

显然l O(z，O)dz一一o。，从而 )满足 

再由原点是唯一奇点，且当0<⋯ 、 《1时有f(e， )>0，且 [ ，，)--v(O， )]一o，由 

附注4得6)成立，又根据附注5知系统(9)至少有一个稳定般限环，且所有正半轨有界。因 

而得系统(8)满足例3结论。 
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