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摘 要 刻划了无环无向圈的超一边连通性(边连通性)与顶点最小度的关系。得到了边 

连通性、超一边连通性的充分条件，并构造了非超一边连通的圈，由此表明定理 l和定理2条 

件中的界是不能被改进的。 ． 
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ABSTRACT The relation between the super edge—conneetivities(edge—connectivities)of 

graphs and the min um degrees。f vertices of graphs is characterized in this paper-The sufficient 

conditions for edge—conneetivities and super edge—connectivities are proposed，it is shown that the 

bounds in these conditions of theorem l and theorem 2 can not be improved in general by construot— 

ing graphs with non supar edge—conneetivities． 

KEYWORDS connectivity of graph；sufficient condition；network reliability／super edge— 

connectivities 

古  
巴 

图的超一边连通性在网络可靠性分析与设计中均具有重要的应用，围为网络的可靠性 

综合中的一些公开问题在一定条件下可以化为寻求具有超一边连通性的图“ 。 

本文讨论无环无向图。对图0 l用如下记号：用 (0)和耳∞)分别表示 的顶点集和边 

集，do( )表示G中顶点 的度， (0)和 (。)分别表示G的顶点数和顶点晟小度， (G)表示 

图G的最大重复度，简称G的重复度，并简记为 ，̂(0)表示0的边连通度；并用( ， )。表示 

将 (0)划分为两个(不相交的)非空子集8和T，‰( ， )表示G中跨接顶点子集s和 的 

边数。文中用到的其它记号见 J。 ． 

关于图的超 边连通性，有如下定义： 

定义 ： 如果对于图 的每一个最小边割集 (含 (G)条边)，有G 含有一千 

孤立点，则称图G是超一边连通的。简记为超一 的。 ’ 

显然，图G是超一 的蕴涵 (0)一d(G)，但其逆不真。 
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对一类特殊的图——循环图 ( ．．1m)的超一边连通性有如下结果： 

引理Ar⋯ 在所有连通的循环图中，除n(Ⅱ>和C (2，4，⋯，k—l， )(其中k为奇数) 

外．都是超· 的。 

本文证明了：只要d(G)≥ f堕 f，则̂(G)一d(G)成立；当”(G)≤3时，G是超· 的， 
0  

当 (。)≥4时，只要d(G)> l坠 l，则G是超． 的。并通过构图的方式表明了这些命题中 
L J 

关于d(G)的界是不能被改进的 

1 图的边连通性 

关于图的边连通度，有 (G)≤d( )．并且易于证明如下引理成立： 

引理 l (̂G)≥k当且仅当对于任意的(s， ) ，有m(8， )≥k． 

若G为简单图，则有 

引理Brr 设 为简单图，若 ( )≥f ]，则 (G)=d(G)． 
对于无环无向图G，本文得到如下定理： 

定理l若d(0)≥ f ]，则̂(G)一 (G)． 
证 由于 ( )≤d( )，故只需证明 ( )≥d( )．由引理l，需证对于任意的 ． ) ． 

有 轧(s， )≥ (G) 

事实上，ISl≥l，l 1≥1．不失一般性，可设1酬≤『 ]，对于 中的任何顶点『1_由 
于 ( )一 ，故口中与顶点 相关联的且另一关联顶点在 中的边数至少有 (G)一 (I I 

一 1)．因此 

， (s，7。)≥( (G)～ (1s1— 1))·1 I 

—  ∞)+ (1圳 一 1)( (G)一 1酬) 

结合已知与l≤1 I≤[ ]可得 

椰)_ ISl≥ ]_ 2]_o' 一l≥o 

故 研。(s， )≥ ( )，从而得证 (G)= (G)． 证毕 

显然，引理 为定理 1的一种特殊情况，即当G为简单图( —1)的这种特例，所以定理 

l推广了引理B． 

2 图的超一边连通性 

首先由定义 及引理l即刻得到如下结论 

引理2 若 (G)≤3，则 
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1) ( )== (0>； 

2)G是超一A的。 

下面不妨设 (G)≥d．关于图的超一边连通性，我们提出如下充要条件 

引理 3 0是超一A的当且仅当对于任意的( ， ) ：【 l≥2，【 『≥ 2，有‰( ， )> 

( )． 

证 1)。充分性 ：设 为 的任意一个最小边害I集。则 『F『= (0)，且G—F含有两个 

连通分图G，和 ，可知G，或 必为孤立点。 

否则：令 —V(C．)，T—V(Gz)，~Fi(S， )。满足 Is『≥2，『 f≥ 2，从而 『F『≥‰( ， ) 

>d(∞≥ (̂G)，即 IF『>A(G)+矛盾。 

故0一 台有一十孤立点，从而G是超 一̂的。 

2)“必要性”。用反证法。 

假设存在(s， ) ls1≥2，1 1≥2，有m(s， )≤6(0)．则令F为G中跨接s和 的边 

集，则 一F不连通，且 lF『=m ( ， )≤ (。)．又因0是超一 的，故 (G)= (∞，从而 『F『 

= d(∞．即F为G的最小边割集，可知G—F台有两个连通分图，且这两个连通分图的顶点 

数(分别为 『圳和 『 『)都大于1．从而0一F不含孤立点，与0为超一 的矛盾。 

综上、引理得证。 证毕 

由此可得 

定理2若d(G)>p『 ]，则G为超一̂的 
L J 

证 由定理1知 (G)一6(G)成立。结台引理2，只需证明：对任意的(s． ) ：IsI≥2， 

l I≥ 2，有挑(s， )> (G)． 

事实上：可设『8『≤『 ]．刚 

m。( ， )≥( (0)一 ({s『一 1)){ 『 

=d(G)+ (『s『一1)( (G)一p『sI) 

注意刊2≤isI≤[ ]，由已知可得 

邶卜 Isl> [ ]一 [ ] lsl' >o 

即m。(s，下)> (G)．从而得证G是超 一̂的。 

由此即可得到推论1． 

推论l 设G为简单图，若d(G)>[ ]，则G是超一̂的。 

3 构 图 

证毕 

下面用构图的方式阐明定理l和定理2条件中关于 (0)的界在一般情况下是不能被改 
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进的。 

3．1 (G)<6(G)的图的构造 

当 ( )≤3时，由引理 2知 (G)一d(G)成立；当 (G)≥ d时：由定理1知，若 f5(G)≥ 

[ ]，则̂(G)一d(G)成立，若d< [ ]，则 (G)一d(G)不一定成立。下面}萄造这样 
的图 

对于任意的正整数≈≥d， ≥1．构造图G 使r，(G )一 ， (G )： ； (G】)： 『 ]一 

l，而 ( )<d(GI)．记 =l詈J≥2， =Ⅳ一 ≥ ．则 
： (G J)= {Ⅱl，．．·，“，， ，⋯， 。) 

g(a1)=g(K J)U E(K2)U{( 一1){ ．， }．i— l，⋯，p) 

其中 和 z分别表示顶点集为{ ⋯， )和{ ⋯， )的u重完全图(即每条边的重复度 

都是 ，每一对顶点都相邻)，(p—1){ ， }表示边 m}的重复度为( 一1)， 

可知v(G-)一 +g一 ， (G1)= ． 

邶I)= _】)+( 一1一 [ ]_l 
而 

(G )≤ ( —1) 一肿一 < p一1一 (吼) 

(因为F：“ 一1) ， )，i=1，⋯，p)为 的一个边箐I集) 

从而得到 

定理3 对任意的正整数 ≥4， ≥1．都存在图G— ．使”(∞ 一 ， ( )一 ， ( ) 

：  『 ]一1，而邶)<邶)． 
3·2 非超一边连通圉的构造 

对图 ，由引理2和定理2可知，当 (G)≤3或 (G)> 『 ]时， 是超一边连通的； 

若d≤ f ]且 (口)≥4，则G不一定是超一边连通的 
下面对于任意的正整数≈≥4， ≥ 1，构造图 使 (岛)一 ， ( )一 ，d(疗 )： 

『 1．而G不是超一边连通的。 

记 ：}号1≥2．9一n一 ≥ ，K 、K：同前，则 
： v(o2)= { ．⋯， ，． ，⋯，tl-) 

(G2)一 ( )U ( )U{ “1．． ．)，i：l，⋯， ) 

可知 v(o2)= ， (G2)一 

粕2)： ( —1)-4- ： 『 ] 
L L J 

由定理 1知 (02)= ( )成立。 

设F= { ， )，i一1，⋯，p)，则 I I一 —d(Gz)一 (G )，且F为 的最小边剖集， 

但 0一F=Ki U Kz不含有孤立点，从而G不是超一̂的。 
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综上得到 

定理d 对于任意的正整数 ≥4， ≥1，部存在图 一 ，使r(∞ 

一  ]，而G不是超一 的。 

4 结 语 

本文细致地刻蜮 了．图的边连通性、超 一边连通性与顶点最小厦的关系·得到以 F主要结 

果： 

1)当 (G)≤3时，有 ( )=d(口)．且 G是超 一 的。 

2) G)≥ ]．则 ) 

3)对于任意的正整数一≥1， ≥1，掏造了图 ，使d( )一 ]一1，而i(Gt)< 
d(口 )， 

1)若 (G)> ]，则G是超一 的。 

5)对于任意的正整数 ≥1， ≥l，掏造了图 ，使d( )一 [丛 ]，而口 不是超̂ 
的。 

6)基于3)，定理 l条件中关于d(G )的界在一般情况下是不能被改进的。 

7)基于 5)．定理 2条件中关于d(G)的界在一般情况下也是不能被改进的 
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