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摘 要 描述了产生均匀分布的v(O，1)随机数的数学原理，提出了均匀分布随机数的 

综合评估方法，对由软件产生的均匀分布序列的随机性能作出了评估，选出了若干能产生较 

佳随机性能的均匀分布随机序列的种子。 
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傣 
ABSTRACT Mathematical methods for generating uniformly distributed U(O，1)random 

numbers are doscrlbe d．A comprehensive evaluation method for uniforml y distributed random num- 

be ts is presented—This method is used to evaluate the randomness of uniformly distributed random ． 

sequences generated by software．Some good seeds have T：N~n selected out that can be used to 8ener- 

ate uniformly distributed random s~luence~with better performance． 

KEYWORI~ mathematical methods；generation of random numbers／statistical methods 。 

0 引 言 

随机数序列在科技工程领域中有着广泛的应用，例如生物系统辨识与控制，计算机模 

拟，随机抽样与决策和数值积分等。均匀分布的v(0，1)随机数产生的数学方法及其软件实 

现是一个十分活跃的研究领域，其发展历程是统计性能良好的发生器取代性能极差而又泛 

滥于计算机系统的令人惊诧的过程【“。在随机数产生方法的研究中，均匀分布的v(0，1)随 

机数产生方法的研究当推首位，因为其它分布的随机数或随机过程的实现均可由均匀分布 

的随机数经相应的变换而获得。然而，欲在计算机上获得具有良好独立同分布性能的r，(O， 

1)随机数，并非易事。 
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1 数学方法与软件实现 

至今，应用最为广泛的均匀分布随机数发生器，就是基于Lehmer于1951年首先提出的 

线性同余发生器 ，简记为LCGs(Linear congrueatial Generators)．随机非负整数序列 ，＆， 

⋯ ，由下列选代公式递推而得： 

一 ( 一l+ c) mod m = 1，2，⋯ (1) 

其中可选择的整数参数有三：模m>0，乘数a(O<n<m)和增量c(0≤c<m)．称递推初 

始正整数8o(0<。o<m)为种子。显然，日可能的取值为0≤ ≤m—1． 

若对任意的正整数 均有 ，=＆，则最小正整数 称为LCG的周期。在一个周期内 个 

模m的非负整数的取值是各不相同的，因此LCG的最大可能的周期必为 将任一周期内的 

，点数据对m归一化．即令 =8,／m，遂可得分布于E0，1)问的随机数序列，将所有的，点序 

列分为I段较短的子序列，称每一个子序列为一个流(stream)．此时，第一个流的种子即为 

m，而其余流的种子即为前一个流的最后一点未经归一化的整数值。值得注意的是，由LCG 

产生的任一点数据完全依赖于三个参数和选定的种子，故所得的序列称为伪随机数(pseudo 

radom number)序列，其随机性能取决于参数和种子的选择。 

对式(1)所示的LCGs的三个参数再加上约束条件 c一0Im是素数{n是模m的原元素 

(primitive element modulo m)，即参数d满足 

d． 

且由著名的Fermat定理可知 

mod m≠ l 一 1，⋯ ，m一 2 

一  

mod m 一 1 

(2) 

(3) 

并将a称为模m的m一1阶原根(primitive root)．可以证明，由此获得的LCGs的周期是m一 

1，即为原根n模m的阶数。种子,se可在1，⋯，m一1这m一1个自然数内任意选取，在选定 

种子。o的条件下所得的周期序列的任一周期内的m一1个数，就是m—1个自然数的一个 

随机排列，将m一1点数据对m归一化，即得欲求的伪随机数序列v(O，1)．这就是当今普遍 

采用的所谓的素数模乘法线性同余发生器(Prime Modulus MulUplieaUve )，简记为 
PMML~Os[ ． 

在计算机上实现PMMLCOs必须精心考虑整数和浮点数的表达范围。至今应用最为成 

功的PMMLCG的素数模取为m一2 一1，而乘数取为a=630 360 0l6．笔者应用文献E3]中 

实现Pr．,,9~L．CG的方法编制了一个完整的软件。系统缺省种于设定为l 973 272 912，将该系 

统缺省种子可以产生的一个周期内的m一1点数据，分成21 474个相互独立的长度为 

100 000的流，第一个流的种子为系统缺省种子，从第二个流起，第 =2～21 474)个流的 

种子就是第 一1个流的最后一点归一化前的数据。由该软件可产生长度不大于100 000的 

均匀分布于(0，1)问的随机数序列 ⋯ ． ’ 
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2 经验检验方法 

用计算机软件产生的随机数序列只可能是伪随机数序列，以上已说明，作为流的每一个 

序列的随机性能取决于参数和种子的选择。若欲产生的序列的长度小于一个流的长度，则序 

列的随机性能还与长度相关，故对产生的每一个序列必须进行均匀性和独立性检验，并称其 

为经验检验或局部检验。 

2．1 独立性检验 

采用两类共三种检验方法【 。第一类为 RUNS检验，包含两种方法：RUN-UP和 ． 

RUN—DOWN．两种检验均取零假设Ⅳ．：代表被检验序列的分布是独立的。检验的基本步骤 

是：记录被检验序列中的六类单调升子序列(RUN—UP)或单调降子序列(RUN—DOWN)的个 

数，构造自由度为6的 检验统计量，取检验水平a一0．10并作判断。第二类检验用顺序相 ’ 

关(sc)法直接计算顺序相关系数(sac)，以此评估被检验序列中“⋯ 对 的依赖关系，若 

SCC的绝对值越小则序列的独立性越好。 

2．2 均匀性检验 

采用 拟合优度检验和K—c(KonMo∞p0B．c Hptm)检验 偏重于对序列进行均匀分布 

的假设检验，两种检验均取零假设H．：代表被检验的序列服从均匀分布v(O，1)，检验水平取 

a：0．10．笔者认为，若将易于查得的 拟合优度检验公式中的观察频率和理论频率均对子 

区间宽度取归一化，则可推知t 检验统计量是；评估从被检验序列估计而得到的概率密度 

函数曲线与假设的理论概率密度函数曲线接近程度的一个判据。K—C检验的实质是；评估从 

被检验序列估计而得的概率分布曲线与假设的理论概率分布曲线的接近程度。事实上，若被 

检验的序列为五“一l，⋯， )，则其估计的概率分布函数定义为 

( )： 坚生兰_三 fJ) ‘ 
R 、 

即 (z)是右连续阶梯型函数，且有 

(xf．))= i／． = 1，⋯， (5) ‘ 

其中X(o为顺序统计量。设被拟合的理论概率分布曲线为 ( )，则K—c检验统计量 定义为 

su p(I (z)一 ·0)I) 

且应该按下式计算 

D．：m“{maxr喜一声(x )]，m“ (x )一 二』]l 【l‘ 
t

L 4 J·‘《-L H J J (6) 

显然，D-就是估计而得的概率分布曲线在 个离散点上的左右极限处，与连续的理论概率分 

布曲线的最大绝对偏差。易知K-C检验法与区间的划分无关，且优于】f2拟合优度检验法，两 

种检验的拟合优度具有互补性，故两者的联合应用必将收到更好的检验效果 
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3 检验结果 

笔者提出了统计平均意义下的综合评估法，充分利用五种检验统计量提供的信息，对产 

生的随机序列的性能作出客观的评估，以便于产生满足应用要求的随机序列。综合评估法的 

检验方法和具体步骤如后续的式(8)，(9)和(10)所示。 

3．1 五种检验 

长度为4 096点的100个被检验序列中，第t(t=1～100)个序列取自第t个流的前面 

部分。 检验中，[0，1]区间等分为l3个子区间，故 检验统计量的自由度为l2．每一种检 

验所得的l5个最佳序列的检验统计量数值依序列于表1中，而每一种检验所得的随机性能 

最差者列于最后一行。前l5个SCC的绝对值均小于5 ，顺序相关不显著。对于K—C检验，若 

f v， +0．12+旦= 1 > 。一。。 。1．2z4 1 # J ’ (7) 

则应该拒绝假设日o．上式不等号左侧的表达式称为调整的K—C检验统计量(adjusted K—C teSt 

uatistics)，H是被检验序列的长度，口为检验水平，表l中列出的即为该统计量的数值，前l5个 

显然比临界值1．224小得多。对于其余的3列数据易于从 分布百分点表作出推断，总之， 

表 1中列出的最佳序列的统计量数值(1SCC1不在此例)均比检验水平 =0．1时的临界值 

小得多，故接受假设风，而最后一行序列均拒绝假设风． 

表 1 检验统计量数值 

3．2 均匀性与独立 

用下式评估第‘个序列分布的独立性 
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( )一[如( )+ ×ISCC(i)I]×0．5 1 

( )一0．5×[rd(O十ru(O] “=l，⋯，100) 

，j—mean[出]／mean[1SCCI]一4．36．234 2 J 

其中， 和r 分别表示RUN—DOWN和RUN—uP的检验统计量数值{mean代表取样本均值{ 

／．d为分布的独立性相对指标。 

用下式评估第 个序列分布的均匀性 

／ 壶 14 ． 628 3}c⋯，⋯ 。 扣一mean[ĉ刁mean[幻]=． 』 、’”⋯～ (9) 

其中 和kc分别代表 和K—C检验统计量数值，两者对均匀分布性相对指标“ 的贡献在 

统计平均意义下是等同的． 

3．3 均匀独立同分布性能 

用下式评估第‘个序列的均匀独立同分布性能 

。 。 

／ m

“

eamean[~i]／ 篙 2 26 4 8}c⋯，⋯ ∞ ㈣ 一 n[加；． j ””⋯～ ⋯ 
其中 为总体随机性能相对指标t 

表 2 相对指标 

最 佳 序 列 最差序列 

39 d4 3 32 33 38 - 

369 6 2．554 1 2．696 1 2．724 3 2．867 6 12．486 3 

2 38 57 39 37 96 

815 0 7．8298 8．159 8 8．294 6 8．306 3 23．91 4 5 · 

23 d1 67 71 59 l9 

9571 8．2l7 3 8．2d6 8 8．485 9 8．dg8 2 2I．848 5 

浇 l 91 

l0．970 

流 l 5目 

_ l6·797 

浇 『 39 

l6．830 

31 

J．183 

93 

6．973 

9l 

7．088 

25 

l_832 

d7 

7．276 

3l 

7．607 

l8 

2．348 

l7 

7．dI 4 

2 

7．808 

41 

2．36l 

87 

7．782 

18 

7．808 

各相对指标的数值越小，则其相应的随机机性能越好．按式(8)，(9)和(1O)对lO0个序 

列评估所得的最佳序列(各l0个)和最差序列(各 1个)列于表2中。 

3．4 围形表示 

由若干序列估计而得的三个函数，即概率密度函数(PDF)，概率分布(distribution)函数 

和归一化的自协方差(NCOV)函数的三种图形示于附图中，现结合上述两表加以说明： 

1)序列39的三种图形与该序列的总体随机性能最佳相符旨； 

2)总体最差序列19的概率密度和分布函数图形与序列39的对应图形有明显的差异} 

3)均匀分布性能最差序列96的PDF曲线起伏最大I 

4)序列59的PDF曲线较平坦，与该序列在表 1的chi栏中的排序相符合； 

5)三幅NCOV图形的曲线幅值很小(不用考虑原点处)，与顺序相关系数的数量级相 

近，在图形上看不出明显的差异，故序列的独立性差异的判别应该偏重相对指标。 
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附图 三种函数图形 

从图形分析易知，综合评估法对序列的随机性能的评估十分客观，效果极佳，并且方法 

简单明了。若按表2所提供的流号(对应种子)即可产生长度为4 096的较佳的随机序列。显 

然，综合评估法易于应用于产生其它长度的随机序列中去。 

4 结 论 

为用软件产生均匀独立同分布随机数提供了选择良好种子的方法。表2所提供的流号 

(对应种子)便于直接应用，对于产生长度为 4 096点的其它流号的随机数序列，可依据样本 

均值的无偏性，用本文三个参数 ，冉和，l，以及五种检验统计量数值，计算其对应的相对指 

标，并与表 2的相对指标对照，或许可产生性能更佳的序列。 
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