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摘 要 给出了体上矩阵稳定的概念和一些具体的判别准则，推广了通常矩阵论中 

Robrbaeh，Tau．~,ky，Ostrowski等定理，并将复矩阵特征值估计的Gerschgorin定理推广到体上。 

指出了四元素矩阵中亚负定矩阵是稳定矩阵和亚正定矩阵是不稳定的结论和其它一些结 

果。 
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ABSTRACT Some conceptions of stable quaternion matrices and some judging criteria are 

given．The Robrae~the0fem，Tau~sky theorem． t~eorem and Gersohgorin theo- 

rem are generalized协 quaternion field．The conclusion about two quaternion matrices．i．e．．irlferior 

positive roat~ecs are unstable．interior negative matrices are stable and some other results are pointed 

out． 
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0 引 言 

在矩阵代数和矩阵地-{I关于复矩阵的稳定性问题早已被提出且有了许多经典的结果， 

它是微分方程稳定性理论中的重要概念。体上矩阵稳定性未见文献提及，其矩阵特征值的估 

计也尚少见，仅对一些特殊矩阵类的特殊谱值进行了种种形式的估计 ，比如对可∑化， 

可中心化，自共轭矩阵的谱值进行迹、奇异值等估计，取得了一些有益的结果。笔者将对体上 

更广泛意义下的三大类矩阵(左特征值存在的一类，右特征值存在的一类，既左且右的特征 

值存在的一类)tl：的特征值实部进行估计，探讨体上矩阵稳定性问题。 

l 基本引理 

以口表示四元数体-口．x。表示一切A；( )⋯蛳∈口的矩阵集。设4=咖+d +咖』+ 
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。 I∈口(峨∈ ， 一0，l，2，3)，则记 一tl0mtlI —d：J一4sI为d的共轭四元素。Re(d)= 

一 m表示。 实部，Ⅳ( )一 ／ 一 ( +ai+a；+a；) 表示a的模。显然，Ⅳ(曲)一 

Ⅳ )Ⅳ0)，Ⅳ【d)=Ⅳ( )，对于口上列向量X一( ，⋯， ) ∈口I ．记Ⅳ( )一 一／j — 一 

F i一 一千 _F 百 为向量置的模。 

定义1 设A∈口I 。称 为左(右)稳定(半稳定)，如果 的左(右)特征根的实部为负 

实数(或0)． 

定义2 设A∈口⋯ 称A为稳定的，如果A既是左稳定的又是右稳定的。 

定义3 设A∈口I 。称A为不稳定的，如果A既不是左稳定的叉不是右稳定的。 

定义d 给定一四元素tl，对任意四元数z∈口若存在。> 0，使得N(Z—a)≤f，则称 

集口一{zlN(Z—n)≤。)为以a为中心，。为半径的广义球邻域。 

引理l 设 ∈口，若Re(a)<0且存在0<e≤一Re(a)，则在毗 为中心， 为半径的 

广义球邻域内的一切四元数z均有：Re(Z)≤0 

证：设z=z0+z i+z2』+z3 ，d一40+dl +42J+d扛，由题设： 

(zo一 ) +(zl—d1) +(磊一42)。+(z3—4s)。≤ E--Re(4)]2 

必有 
(zo一 ) ≤[Re(d) 

从而 
lzo一‰l≤ lRe(a)l一 l 

a。一 l d0I≤z0≤ d0+ l一0 
故 

Re(Z)一z0≤ 0 

引理2 设四元数序列d- ，⋯， ∈口，6 ， ，⋯，6。∈口，则 

N (∑a。 )≤∑ ( )(∑N ( )) 
=̂ l 一̂l 

证：引入任意四元数 ，̂则： 

∑ (m一 )一∑(m一 )( 一 i) 
●一 I 一̂ 1 

● ■ ■ ■ 

一 ∑at 一∑㈨b 一∑ 。 +∑ 。 
一̂ I t— l 一̂l ●一 l 

■ ■ ‘ 

一 ∑ (m)一2Re(j∑d。 )+ (̂)∑N (bD 
⋯  ●一 I ⋯  

m“ 

取 一 L一  0≠0)代入上式有 

Ⅳz( ) 
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从而 

∑Ⅳ 

N (∑口 )≤(∑ (‰))(∑ ( )) 
l一1 I—l I一1 

引理 3 对任意四元数序列口 ，啦．⋯ ∈口，有 

≥ O 

Ⅳ(dl+d2+ ⋯ + )≤ Ⅳ(m)+ N(az)+ ⋯ +Ⅳ ) 

直接由Euclid范数的三角不等式知结论成立。 

2 亚正(亚负)定矩阵Ⅲ的稳定性 

一 大类矩阵的不稳定性和另一大类矩阵的稳定性，它们是 

引理l 体上任何亚正定矩阵决不是稳定矩阵。 

证 要证明亚正定矩阵既不是左稳定的，也不是右稳定的。设A∈口- 为亚正定矩阵， 

为A的左特征值，x为 的特征向量，则： 

AX一 (1) 

导出 
X A’一 X (2) 

由(2)两边右乘 x有： 

X’A‘X — X’ X (3) 

用x’左乘(1)有{ 

X‘AX — X‘ (4) 

由(3)+ (d)有； 

X‘( + A‘)X— X’( + )X 

从而 

Re( )一半 一 >o 

从而A不是左稳定的。 

若”为A的右特征值，y为”的特征向量 

由 AY—Yu 有；Y’一AY—Y。 

y。A 一 i,Y。 从而 ，Y’A。Y一 ‘Y 

l，’( ‘+ A)Y一 ("+ )Ⅳ (1，) 

因此，Re(“)=宇 一 >o 
从而，A不是右稳定的，所以，A不是稳定的。 

)  

Ⅳ 

。

∑ 

一 

)  一肚 
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推论 1 亚正定矩阵的任何主子阵不是稳定矩阵。 

推论 2 亚正定矩阵的和矩阵也不是稳定矩阵。 

仿定理 1的证明过程可得； 

定理2 体上任何亚负定矩阵 “ 必是稳定的。 

推论3 亚负定矩阵的任何主子阵必是稳定的。 

推论 d 亚负定矩阵之和是稳定的。 

定理 3 A∈。I 。为亚负定矩阵，则对任意 B∈。I⋯ B。AB是稳定的。 

证：注意到 B’AB是亚负定的，因为； 

B-AB一 (B’AB)’= B。AB+ B A’B= B’( + A’)B 

故，对任何~,161量X=(z ，⋯m) ∈。Ix-，有 

x’[B B+(B AB)。]x=X。B’( +A。)BX 

=(BX)‘(̂ + A )BX< 0 

从而 B’加 是亚负定的。 

从而是稳定的。 

参照[4]还可讨论关于亚负定矩阵的Hadamard乘积和圈积的一些稳定性问题。 

3 稳定矩阵的判别准则 

定理 4 设A一( )∈。I⋯若Re )≤0(i=l，⋯，≈)且存在正实数 ．-'‘，使得 

√“一”堇Nz(f ≤一 Re(d ’蚵Ⅱ 为左稳定‘或左半稳定的 
证；设 为̂A的任意的左特征值，对应 的特征向量X=(xl，⋯， ) ∈。Ix- 

由AX一麒有：￡．舡=∑口 尚 

取 Ⅳ(z-)一maxN(z,)则 

f．舡．=∑d．J 一 d聃 +∑岛d． 
J— I J≠ ‘ 

用z 右乘上式两边有： 

舡．z：= d．． +∑ 口．， 
J≠ 

从而 

∑ Ijz z 
‘ 一 ‘“-一 

由引理 2及引理 3知 
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m  一 )一 Ⅳ『 枷 1 
【 N (z ) J 

≤痧 · 
≤ ≤一 c c⋯ ，⋯ 

由引理l知Re( )≤0，从而Re(A)≤0，故 是左稳定(或左半稳定的)。 

定理5 设 = ( ．，)∈ ⋯ 若Re(m．)<o(i—l，⋯， )，且存在正实数￡ --， 使得 

∑N(tja,~)≤一̂ ( )( —l’．．·， )，则 为左稳定(或左半稳定)的。 

证；设 为 的任意左特征值，对应于 的特征向量x一( ，．．· ) ∈ × 

取 

一 詈( 1，⋯ Jv( ) m．axN(y·) 
则由 x一 有： 

她 =∑a．jt， ， 

用 右乘上式两边，有 

由引理 3得 

∑d ￡， ，一 d +∑￡ d 
J l ，≠ 

：一￡“． ． +∑钿 
J≠ 

∑ 
地 一 一一 

Ⅳ( 一 d_)≤∑Ⅳ( 4- )≤一t,Re(a,) 
j4-． 

故，由引理l知Re( )≤0，所以Re( )≤0 

即A为左稳定(或左半稳定)的。 

由定理 4有： 
● 。。。 。。 H ● 。 ’。 。。。 。。 。。。 。。 。。。  。 。。。 。 。。 ’。 。。。 。。 。一  

推论5 设4一( )∈口，若Re( )<0， 一1，⋯，n，且̂／(”～1)∑̂r(蛳)≤一 
V ，≠ ● 

Re(a )，则 

A为左稳定(左半稳定)的 

由定理 5，有： 

推论6 设 一(m』)∈口，若Re(a“)<0，i=l，⋯， ，则4是左稳定(或左半稳定)的。 
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定理5是复矩阵论中著名的Ostrowski—Schneider定理 在四元数体上的推广，从而也推 

广了Rc~rbach定理和Taussky定理(因为Robrbach定理和Taus~ky定理是 Ostrowskl—Schnei- 

der定理的推论)。 

4 Gerschgorin定理在体上的推广 

由定理4、定理5受到启发，其思路及证明对Gerschgodn定理在体上的表现形式也是适 

用的。我们给出体上矩阵左特征值的两个分布定理(其证明思路和方法与定理4，定理5完 

全相类似，限于篇幅故此处略) 

定理6 设 ∈ ⋯则A一( )的左特征值均在体上的一个广义球邻域N(Z—Cl,i)≤ 
● 。。 。。。 。。 。。。 。。 。。。 。。 _● 。。。 。。 一  

,／—~--—1R,， =l，⋯，”的和集内，其中R．=̂／∑N ( ) 
Y j#-i 

定理7 设A一(％)∈ ×。则A的左特征值均在体上 个广义球邻域N(Z一‰)≤R．( 

=l，⋯， )的和集内，其中R一 N(a．D- 

要 

5 结束语 

四元数体上代数问题是目前代数学发展中非常迅猛又非常重要的一个领域 ，它将 

人们常规一维或二维代数问题引入到多维空间，这对当今辩学技术发展的多维化趋势有极 

为重要的理论意义和现实意义。笔者首次提出四元效体上矩阵稳定性问题，是对代数问题扩 

张的一次尝试，它的潜在作用将随着问题研究的深入而有所展现。 
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