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泡沫材料连续模型的本构关系 
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摘 要 提出了基于混合物理论的泡滚材料连续模型的本构关系 引进体积分数的概 

念，在理性热力学公理的框架内，通过考察本构关系的热力学约束，建立了能够反映复杂热 

力学条件的固一气两相泡沫材料的本构方程。 
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0引 言 檬型 

泡洙材料作为一种多孔材料，国际上对其本构关系的研究可分为两个阶段。第一个阶段 

是基于经验和实验来建立材料的本构关系，其理论研究最初源于Terza [】 对土的固结的数 

学描述，他所给出的描述固结过程的微分方程是根据实验结果凭经验给出的，并限定在一维 

和小孔压的情况。Te~aghi的固结理论受到了Fillunger[ 的强烈批评，后者的观点是固结的 

理论分析必须建立在水力学的基本方程基础上，因此，对每种组份他应用了质量守恒方程及 

考虑了组份闯相互作用力的动量守恒方程，他进一步地考察了有限变形并最早使用了体积 

分数的概念。接着Bioft3~]推广了Terzaghi的固结理论，可以考虑在三维情况下和随时间变化 

的外载荷作用下的动力响应，其本构方程的建立是通过引进一些附加的耦和参数，把弹性理 

论推广到两相系统，这些决定土物性的物理参数是按着预测沉降量的一般方程形式及三维 

情况下的应力来加以定义的。FrenkelIs]研究了湿土中的地震放电现象，对此他建立了近似于 

Biot工作的湿土的静力描述方程，并导出了考虑相闯摩擦力的固体和液体组份的运动方程。 

本世纪 6O年代初，FI~mich和 Desoy 以 Filtunger的概念作为基本点，探讨了水在多孔介 

质中的流动．进而研究了粘土层中的三维沉降问题；此外他们以介质迭加为基础来描述多孔 

介质，应用了每种组份的质量及动量平衡方程，借助体积分数的概念，将局部组份模糊地分 

布在整个材料的空间上。他们的研究方法与现代多孔介质理论极为相似。 

现代多孔介质理论的建立可以上溯到 1959年，即在连续介质力学框架内的混合物理论 

的建立，这年Truesdell和Toupin[ 发表了任一组成成份的混合物的质量、动量及能量的局部 

平衡方程，其中包括描述各单一组份闯的相互作用的相应的耦和项，但设有考虑动量矩的 
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平衡方程和混合物的熵表述。关于动量矩的平衡方程，由于KeIly咖引进动量矩的耦和项，从 

而允许非对称应力的出现，最后完成了对该平衡方程的表述，今天 esdel1的平衡方程和 

Kelly的动量矩平衡方程作为混合物理论的基本平衡方程已得到普遍承认。 

6O年代初期，Colemanr。=发展了熵不等式对本构方程的热力学约束，但是对混合物建立 

熵原理产生了很大的困难 。此后 gowenr” 提出的熵不等式被认为是混合物的熵不等式的 

第一个正确形式，他利用所谓的化学势张量给出了混合物的熵不等式的表达式，化学势张量 

与应力的关系决定了本构关系的具体形式。1viOLet[ 基于热力学原理研究了流体混合物的 

本构理论。他的熵不等式基本上与 wen的结果等效，所不同的是他假定了熵流和热供给 

的一个特殊关系式，他对这种不均匀的流体介质的研究不仅考虑密度，并且考虑密度的梯度 

作为独立的热力学本构变量。混合物理论的热力学研究在7O年代基本得以完善，今天已得 

到普遍应用。gowen的《混合物理论》口 一书对混合物的发展和结果作了一个总结，他的书 

中尚包括一个多孔介质(充填气体)的模型，但是他没有应用体积分效的概念。 

现代多孔介质理论的基础就是混合物理论，在连续介质力学的框架内，Dn helle一 基 

于混合物理论，应用体积分效的概念描述了空的多孔固体，即体积分效是作为一个独立的本 

构变量 ，~ ller的工作被 Bowenr1S,16]用于描述不可压及可压的饱和多孔固体。 

综上所述，经典的多孔介质理论源于粗糙的经验而有其固有的缺陷，基于混合物理论的 

现代多孔介质理论优于经典的多孔介质的理论，因此泡沫材料的本构关系应该也必须应用 

现代多孔介质理论的成果，来描述材料的本构关系及其响应特性。笔者在综合大量的前人对 

多组份材料(混合物)的连续介质力学的研究成果的基础上，包括对多孔材料的运动学分析、 

场方程的建立以及热力学地推导本构方程，从而为描述泡沫材料的力学特性和响应分析，发 

展一种完善的本构模型。 ， 

a)几何描述 ① 泡辣材料骨架@ 充气孔瞎 b)。筷相化 后的连续介质 

E 泡辣材料骨集 口 充气孔囔 

图 1 泡竦材料的固一气两相连续介质模型 

典型的泡沫材料是由某种多孔固体构成骨架，孔隙中充填着气体，其中的孔隙结构如此 

之复杂以致于一般不可能对此进行精确的的效学描述。对这些孔隙系和固体骨架与孔隙中 

充填物之间的相互作用进行精确描述会产生极大的困难，所以我们把泡沫材料假定为一种 

多孔介质的两相物理模型：固体骨架和空隙中气体同时充满了整个体积空间．即每一种组份 

各自独立地占据了“模糊化模型”的全部空间，见图1．为刻划多组份材料中各个组份在整个 
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材料空间上的分布，现代多孔介质理论引入了体积分数的概念。体积分数为任一空间位置 

上某种组份的局部体积元与实际体积元之比，有下面的形式： 

一  

， )， — S(solid)，G(gas) (1) 

当泡沫材料中充满气体时，体积分数满足饱和条件； 

+ 一 1 (2) 

1 泡沫材料的运动学 

泡沫材料是由固一气两种组份组成的不相混溶的两相混合物材料，即在固一气两相泡沫 

材料的当前构形上，任一时刻、任一空间位置 同时被两种组份的两个质点所占据，并且这 

两个质点来自于初始构形中的不同位置 ，，参见图2，这里每一种组份赋予了独自的运动函 

数： = ( r，1) (3) 

上式中函数 是两种组份中的某一种的变形函数，假定反函数存在，即 

X = ， ) (4) 

图 2 泡沫材料的两组份介质的运动学 

上式保证初始构形中的一个质点不能同时占据两个空间点，以及某种组份的两个质点不能 

同时占据一个空间位置。那么利用(3)式，某种组份的速度和加速度定义为； 

， (5) 

由于运动函数的反函数的存在，速度和加速度也可写成； 

；一 “，1)， 薪 一 ； ，1) (6) 

某种组份的变形梯度 和其逆为： 

— Gra&x， F7 = gradX~ (7) 

上式中符号Grad~是对 组份的物质导数，而grad则表示对空间坐标求导。某种组份的变形 

梯度行列式为： 

detFr> 0 (8) 

某种组份的物质速度梯度为： 

(F ) = Grad~x； (9) 
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而空间速度梯度为： Lr—gradx； 

某种组份的空闻速度梯度Lr可以分解为下面的形式： 

Dr= I (Lr+ LF)， Ⅳr— I(Lr— LT) 

式中 LT表示 Lr的转置 ， 和Ⅳ 分别表示两种组份的变形率和旋转率。 

2 平衡方程及熵不等式 

(IO) 

(】1) 

泡沫材料的平衡定律不仅要对固一气两种组份的某种组份建立，还必须引进适当的耦 

和项描述两种组份闻的物理、化学交换 ，并且要对两种组份的平衡方程之和进行考察，而后 

者在原理上必须与单一组份的经典连续介质力学的平衡定律等效。 

质量平衡方程 

固 一气泡沫材料中某一组份的质量平衡方程为： 

( ) +gaivx；=0 (12) 

式中 为某种组份的密度。 

动量平衡方程 

固一气泡沫材料中某一组份的线动量平衡方程为 ： 

dirT + ( 一 ；)+ = 0 

这里了- 是组份的Caucby应力张量，矿是组份的外体力密度，量 

种组份间的相互作用力 对线动量平衡方程进行求和运算得到： 

+ 一 0 

角动量平衡方程 

固一气泡沫材料中某一组份的角动量平衡方程是： 

Ty—T 一 醯y 

其中膪 是反对称张量，它满足： 。 

(13) 

／Z(x，f)代表了固一气两 

(14) 

一  1(f× 脯 ) (16) 

式中 代表固一气两种组份闻的角动量的耦和作用项，对组份的角动量平衡方程求和后 

得： 肪 + 肪 = 0 417) 

能量平衡方程(固一气两种组份的热力学第一定律) 

某种组份的能量平衡方程具有下面的形式： 

( )；一一 · + T ·Lr+ P — divq + (18) 

式中 是该组份每单位质量的比内能，，是外热， 是能漉矢量，量 =； ( ，f)表示固一气 

两种组份闻的能量交换项，对两种组份的能量平衡方程进行求和运算得到： 

+ = 0 41 9) 

熵不等式或泡沫材料的热力学第二定律(牦散原理) 

文 献中对混合物的热力学第二定律的适当形式进行了大量的讨论_l ，我们认为熵不等 

式应该针对固一气两相泡沫材料的整体而非某种组份而建立，如果矿表示组份的熵密度，并 

且每种组份具有各自的绝对温度 ，按着de Boer和Elders的研究结果，墒不等式取下面的形 
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式； 

[ (1，)；+div( )一 ]≥o (20) ·S．G。 ’ 

上式与 BowenE ：的结果是一致的，若借助能量平衡方程，则熵不等式还可改写成下面的形 

式； 

[一 (( 一 (1，) )一 ‘ +T v"Lr-- ‘grad + ]≥。 (21) 

3 固 一气两相泡沫材料的本构关系 

为了决定泡沫材料的率构关系，必须借助Helmholtz自由能和化学势张量 ” ，那么熵 

不等式写成下面的形式 ： 

∑
- ,G 
[一(( )；一( )；)Ⅱ )一 · 一 ( ) · ，一 。gradg+ ]≥。 

(22) 

上式中引进了下面的定义： 

固 一 一8T} 警 一 一8瑶 

一 p固。疆 一 日 (23、 

这里 和 分别表示某组份的固一气混合物的质量元Prd 和体积元曲的Helmholtz自由能， 

则为固一气混合物的体积元的熵密度。熵不等式中，化学势张量为： 

= 嘶 一专(r ) (24) 

此式是由]~wenE” 引进。进一步地，某组份的能量平衡方程的形式可改写为； 

二 ． +Y
—

divx

L clivq 0 一 (Jr) · + P 一 + 一 ⋯  

下面建立几个本构假定； 

① 忽略动量矩的耦和效应，即， 

肪 ： 0 (26) 

② 固一气两种组份具有同样的温度，即， 
一 O(x， ) (27) 

@ 热力学过程中的两种组份的真实密度保持不变，即， 

= ， 一 corlst． (28) 

而体积分数 并非变形过程中的常数，所以固一气两种组份的局部密度在热力学过程中随 

时间和空间位置的变化而变化。 

根据式(12)和(28)，组份的质量守恒方程变成对体积分数的平衡方程： 

( )；+ rZdivx；= 0 (29) 

固一气两种组份的真实密度P 的保持不变的特性导致了对熵不等式和能量平衡方程的内 

部约束。对于孔隙中充满气体的泡沫材料，满定饱和条件(2)，固此随同泡沫材料固体骨架运 

动的物质导数为： 

( + ) 一 0 (3O) 
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结合(29)式，则内部约束成为： 

nSdiv 十 -div + ad ·( 一 )= 0 (33) 

约束(31)在乘以一个具有应力量纲的Langrangian乘子后，必须加到熵不等式(22)和能量平 

衡方程式(25)中，故对于泡沫材料，熵不等式和能量平衡方程进一步分别改写成： 
一 ( ) 一 (雪 一 0／／一 ( 一 ~gradrF)·( 一 ；)一 ( 一 nSa1)· 

一 ( 一 f)．Da一告̂ ．gradO≥0 u 

以及 

一 ( ) 一 ( ) 一 阳 一 11(0+ 础  )一 ( 一 2gradrP)·( 一 ) 
⋯ 、 

一

( jr 一 nS~1)．L 一 ( 一 rP~1)．L + Pr— divh— O 。 

其中h是泡沫材料的流矢量： 

h一 胪 +  ̂， 一 + O[1'~tty (34) 

这里h 是固一气两种组份的流矢量，“，是某种组份的扩散速度 同时泡沫材料的熵应为t 

口 一 口 + Ⅱ (35) 

在连续介质力学中，建立本构方程的基础是确定性原理、等存在性原理、局部作用原 

理、客观性原理(标架无差异原理)和耗散原理 首先基于确定性原理，下面一组量应由本构 

方程加以决定； 

R一 { ， 口， 一 2grad．-P， J — nSal，P 一 f，̂) (36) 

这 里，R代表了一组全部的响应函数，它们必须满足前面提到的平衡方程、熵不等式以及体 

积分散的概念 

根据等存在性原理，R中的这组热力学变量必须是下面一组公共自变量 ( ， 的函数， 

即 ： 

R= R(9) (37) 

R中的这组函数以下面的方式决定，即在 ，￡)处的函数值由热力学过程变量 ，})的值给 

定，这表达了局部作用原理。对于泡沫材料，这组独立的热力学变量由下式给出： 

一 { ，gradg，Fs，GradYs， ，grad~s， ，gradrF， ，胂 d ， ， ，Lc) (38) 

上式中过程变量的选择是引进二阶变形梯度的直接结果，注意到泡沫材料骨架的体积分数 

和其梯度gradr~不能作为独立的本构变量。 

考虑到固一气两相组份间役有质量交换，则泡沫材料骨架的密度 和其梯度grad~s表 

为： 

一 s(detFs) (39) 

grad 一一p~(det(Fs) Fr GradsF ) 

所以 和grad 都是F 和GmdsFs的函数，即泡沫材料骨架的密度 和其梯度不是独立的 

热力学本构变量 上式中符号(⋯) 表示括号中的张量进行缩积运算成为一阶张量(矢量)。 

进而，忆及两相泡沫材料的两个组份的真实密度不变的约定以及下面的关系： 

=， ， grad 一pa~rad．-P (40) 

此外有 ’ 

= l一 ， (detFs) 

gratl~：r~(deuv5)一 对  (F GradsFs)~ 【 
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成立 由式(39)～(41)，不难看出泡沫材料的两种组份的密度、气体的体积分数以及它们的 

梯度不再是独立的热力学本构变量，因此本构变量组的最后形式应为(去掉非独立的白变 

量)； 

= { ，grad#，Fs，GradFs， 一 ，DG) (42) 

上式中应用了客观性原理。接着要考察耗散原理(熵不等式)对本构假定即式(37)和(42)的 

约束。然而在理性热力学的框架内，其推导过程是冗长繁杂的．因此，这里列出主要推导结 

果 ： 

Ts= ( 一nSM)+ 盯 (43) 

T。一( ；一棚，)+2 +【号 + }(Da·1)1 (44) 

h=一pegrad0+O~(xb一 一 筹 争 (45) 

⋯a~grad# ( 一菇)+̂gradrf一时 【 radsFsj (46) 
其中璐 表示珧 的偏辩部分，必须提及的是能量耦和项的本构关系没有进行推导，因为可以 

利用能量平衡方程计算出泡沫材料的温度变化。注意到式(34)，可得流矢量的下列形式： 
一  + + 衄 E5+ 衄 ’口G (47) 

如果假定： 

+旷一一p0grade (48) 

根据式(35)和(48)，得到： 

Ⅱ =一( + )'Ⅱ =一【 +mJ ㈣ 
因此可以认为 是具同一温度的圈-气两相模型的熵耦和参数，而 是这个系统的热传导 

系数。在各向同性气体渗透情况下， 

： —

(ri G)z
一

7~ 
(5O) 

式中 是充填气体的真实比重， 是气体的渗透系数。 

如果忽略充填气体的粘性，充填气体的Cauchy应力写成； 

T。一一 ， 声： 一 (51) 

这里 实际上是作用在泡沫骨架的未知的气体压力。 

最后，根据式(23) 并联合(43)、(44)、(46)和(51)，得到如下的本构关系： 

T =～ + Tit (52) 

T =～ + rf (53) 

=一御 +嘏 (54) 

其中 

rt=( 慕+ ) 
rg一 2 印G+ (DG·1)I 

船=一 蚰埘一 ( 一x1)一砖 f F ) 

(55) 

(56) 

(57) 
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传统上，符号(⋯) 表示相应的有效量，由本构关系(52)～ (54)不难看出，总应力张量的有 

效量可以解释为有效应力。 

4 结 语 

多孔材料如比较典型的泡沫材料类，有很长的研究历史，对多孔材料进行系统的分析应 

归功于Terzaghi对饱水土的固结分析。在传统的从现象一理论模型一实验分析一工程应用这个 

框架中，人们太多采用Biot的多孔介质理论。然而Not理论的本构模型不能满足连续介质理 

论对该模型的要求，这是因为连续介质力学完善的建立迟于 Biot的理论。正如经典力学之于 

连续介质力学，传统的多孔介质理论也不能在多组份理论的公理化的约束下，完整地、系统 

地克服传统框架固有的缺陷，热力学发展多孔介质的本构关系。由于基于混合物理论发展多 

孔介质的新型的本构关系所带来的复杂性，使国际上众多的学者望而却步，这也是直至今天 

仍有人在修正Not的理论，却不采用混合物理论成果的主要原困。为了全面描述泡沫材料的 

本构关系，显然需要混合物理论框架中的公理化方法，来发展一种有耀厚的热力学基础，能 

够反映诸如任一外载、温度变化、体积分数的改变等完善的泡沫材料的本构关系。同时，泡沫 

材料在物理上作为一种完全混合的、迭加的介质来考察，从而建立了泡沫材料的两相物理模 

型。 

在泡沫材料的本构关系中，体积分数的 I入是一个重要概念。实际上，在泡沫材料中，气 

体的体积分数 就是所谓的孔隙度。体积分数使得局部组份模糊地分布在整个材料空间 

上，进而把局部组份的各个力学量定义在泡沫材料的全部控制空间上，从而能够清晰地考察 

固一气两相泡沫材料中的这些量。引入体积分数的概念为本模型的最重要特点，从而区别于 

其他多数学者的现代多孔介质理论。两相泡沫材料的质量、动量、动量矩及能量平衡方程不 

仅针对材料中的某一组份，而且对泡沫材料本身给出；但对于熵不等式的表述，本构关系应 

用了混合物理论的研究成果，只对泡沫材料本身的熵不等式进行考察，不再单独对两种组份 

分别进行考察 

泡沫材料的本构关系，是遵循Coleman等人的本构关系的五大公理来建立的。通过对本 

构关系的一系列约束的考察，包括组份真实密度不变、忽略动量矩的耦和项、熵不等式等，得 

到了泡沫材料骨架的应力、饱和气体的应力(通常为孔隙气体压力)、固一气相间作用力、熵及 

热流矢量的本梅关系，其中温度的变化反映在能量平衡方程中，体积分数的变化可借助于与 

变形梯度或应变的关系式中得出。这里得出的本构关系，可根据实际问题的需要发展 

Helm．holtz自由能的具体形式，决定具体的本构关系，因为连续介质力学大量地涉及这个问 

题，本文不对此赘述 
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AB翻限ACT A constitutive n'odel f0r foam materials is developed based on the M xture The— 

ories ex~nded bythe e~cept 0l volumefr丑曲o Withinthe~ work ofthe axiom 0f rational 

thermodynamics，the therra~lymmieal restrictions on the constitutive relauons are investigated and 

the comdtu Ve equations are~ormulated for the sdid—gas t o_pha foam materials． 
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