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摘 要 讨论了莉力学方程的iNknmnark-Neunmnn级数解及其收敛性，给出了级数解的 

收敛性条件，以及近似解和误差的估计武。 
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0引 言 ／、／， 见眯坛 

在考虑结构系统的动力学问题时，经过离散化可以得到以下形式的二阶动力学方程 

[̂ { +【c]{壬)+[g3{对={同：})) (1) 

这里，[加 为广义质量阵，[网 为广义刚度阵，[c]为广义阻尼阵。式(1)是一个具有常阵的 

二阶线性常檄分方程组，由于系数矩阵的阶数较高，甩古典方法(如乘幂法dacobi法)无法 

计算求解；甩提取前若干个最小特征值的方法(如子空间迭代或Iznms法)也不太理想，以 

及 当F(￡)为任意非循环荷载时求解也较困难。因此，实际上目前仍限于按时段逐次迭代推 

进，但若时段取大就不精确，取得太小又使计算量惊人增大。文Fz3在Newmark方法的基础 

上应用Neuman级数求矩阵的逆，给出求增量的级数解。但是，该文并未对级数解的收敛性及 

误差分析进行讨论。众所周知，线性代数方程的计算机求解及级数的计算相对成熟，也较容 

易处理，问题就在如何保证计算精确。 

对于动力学方程(1)，一般求得的都是近似解，因而对其收敛性或误差分析是很重要的 

研究内容。文[1]对Ne~ rk方法的稳定性和精度分析已作了介绍和讨论，因此笔者只对应 

用№unmnn级数求得的级数解的收敛性和误差分析进行讨论。 

1 级数解及其收敛性 

对方程(1)，由Newraark方法，在一个时间步长It，￡+At]内，有 

斟 △I一 △￡+ 

五 一面 ’△￡一 立一 at。 

一 面。’△ 一 ai 南一 面 孟 

· 收文日期 1996—12—06 

(2) 
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其中 

西 )一 口At 西。)一 l／a(At) 口{ )= 口一 1 

一

1／ At ”一 ( 口一2) 一壶一1 
且当 ≥ 0．5，a一0．25(O．5+ 曲。时，N Ⅵn日rk方法是无条件稳定的伽。 

考虑 t+ At时刻的动力学方程 

[ { + +EO]{立+△I+ [明 {斟 = {F) (3) 

将式(2)代入(3)，有 

[j {斟 △f一 {p) (4) 

或写成增量形式 

[足]{△耐 △I=IF) + (5) 

式中 

[j ；[明 + 面1’[c]+西 EM] 

{即 +△I={ + + [c](面1 {斟 4- {主】。+醴’{动 ) 

删  + ’ (6) 

一 { + [j {对 ⋯ 

{F)c+△I=[明 + +[c]( {科t+ ”{主) +醴 { ) 

+[ 妇( ”{斟。+ {动 )一 [明 {对 

求解线性方程组(4)或(5)，即可求得{斟 △fI从而可求得(主} + ， 一 现将矩阵[霞]视为矩 

阵[糊 加上一个微小的变化[△X]，即[翩 一[X]+[△X]，于是方程(5)变为 

([X]+ EAX])az—F (7) 

在以上方程中，我们略去了表示向量的大括号及时问脚标。 

令 户一[X] [△[X]，由N~mann级数，可以得到 

ax=(J+ [鄹 一F 

=(∑(一 f)EX] F (8) 

于是有以下结论： 

定理1 设 [鞠 =[X]+EAX]，户=[X] [△X]且 ll <1及J+户非奇异，则 

(J+ 存在，且有 i 

∑(一1) 一(J+ 一 (9) 

及 + JJ<『=j (1o) 
这里，lI·l_表示矩阵的范数。 

根据Newr~rm级数的性质口]，不难证明定理成立。 

由于实际计算时，对级数只能取有限项，因而存在截断误差。令ax—Dx+如，其中Dx 

和如分别为级数取有限项得到的ax的近似及误差，且设 

Dx=∑(一1) [X]一 F 如一∑ (一1)-rE 一-F (11) 

我们有 
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定理2 设定理1条件成立，则有 

IIDxll≤ II时  II IIYII一 

≤ 精KN 
其中 II[鞠 II=K，lIFII一Ⅳ'这里及以后仍用 Il·ll表示向量的范数。 

2 迭代及误差分析 

(12) 

(13) 

在应用以上方法求解时，都要反复迭代求解方程(5)所示的线性方程组，最后将产生误 

差累积，因此有必要进行误差分析或估计，以保证最终的近似解具有足够的精度． 

设ti∈ CO，刀 ，ts=t+hat， =O，1’．．·，又 。(f=O，1，2)分别表示玉主’ 则式(5)可 

写成以下迭代的形式 

[嗣△．zl—R =1，2，⋯ (14) 

或 △．zl一( + 一 [耳] R 一 1，2'．．· (15) 

以及 丑=△丑+ ∞ I 

i 一甜 △丑一口f0鹕 一 搬 1 i鲁 1，2 (16) 

△．zl—D丑+ 

由于每次迭代求解方程组(14)或(15)时，均要产生截断误差，因此令 = ，并记 

)=三l。+三l ( =0，1，2) 

五一n丑+ =∑阢 +面 

五= +五一 =∑如 (17) 

：二 二 c m， 三l0= d丑一 0丑 一面 三 l ⋯ ⋯ 
式中丑 (f—O，1，2)为 的近似，三l 为其误差，且有孟一面， ；0． 

将式(18)代人式(6)，有R— +砰)，且 

”=五+[C](af”三1． +西 丑乌)+[加 (口 鹕 + 鹬 )一[网五一 ⋯
、 

钟一[C]( ’ 五 +口l 五 1)+[明 (口{。 三如 +毋’i 1)一[网 i l ⋯  

于是由式(8)，有 

△丑一∑(一1) [ 司一 +∑(一1)m [ 司一 ” 

+ ∑ (一1)* [耳]一 ( +j ) 
+l 

(2O) 

及 ；∑(一1) [鞠一- 
m-- 0 

∞  ∞  

一 ∑(--1) [网一t + ∑ (一1)m [网一。 (21) 
。。0 _一 1 
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这里nk为某个正整数。设已求得第 一1次近似，于是可求得 I ”I=M，以及 

l1 R∞ff≤ ff[c]lI(f ”f ll丑 ff++ f《Df ll五 l1)+ ff ll(f f lI丑 

+ I磁 1I丑 I)+ [ ]ll Iik-l 

设其误差项 ll ll≤啦 ≤奄_ ， 一 flflax{42 )．从而 

I1 ll< II[c]ll(1日{”I《 + I磁”I42~i)+ I1[加 l1(I耐 I《 

+ I口l ’f )+ ll[明 ff《 ≤[ff[C3 ff(f ，f+ I ’f) 

+ [ 妇 (1 ”I+ I磁 I)+ ll[c]I1] 一 一 

其次，取 r ，以及 

m>[ ]+ 
则由式(21)，我们有 

I1 ll≤ 矾 =Sr~KN, 

II l『<南 胍+ KM<鲁+鲁一 
式中 II[X刁 ll—K． 

最后，由式(17)、(18)，可以得到经过 次迭代后的以下估计式： 

五ll≤(S M + + ⋯ +S．NDK+ II面l1 
 ̂

五}1≤∑ II lI≤ + +⋯+ 一 
，一l 

l1五。 ≤I甜，I ll dm lI+ 1日{。I ll Ze, + I磁。I I1五生 1I 

< J J + J 0 J《 + J J《 一 《，’ (f= l，2) 

取 一 Ⅱmx{ )，便有 II lI< (f—o，1，2)． 

由以上讨论，可以给出l~wnmrk-Newnmnn级数解法及误差估计的步骤如下： 
· 初始计算 

1)赋初值 ( 一0，l，2) 

2)取 a≥ 0．5， 一 0．25(O．5+ ∞ 

3)给定 △#， ( =0，l，2)，日， —l，2，⋯ 

4)计算 。( =0，1，2)及 I ’ I，ll[̂妇I1，II[c]ll'1I[K3 1I等 

5)令 △葡一o， 一 一 。，互5。一o (d而一O) 

· 迭代 一 1，2，⋯ 

1)计算R， 及 

2)取m，由式(21)计算Da和 

3)由式07)、(18)计算互I ，三f ’(i一0，l，2) 

4) + 1 ，重复 1)～ 3) 
· 收敛判断 

Pf1< 1，卜 p非奇异，迭代收敛。否则，另选[网 和[△X刁 
· 误差估计 

1)由式(19)、(22)计算 l 1≤M，I I< 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 
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2)由式(24)求 lI d4ll<毛 

3)由式(25)求 lI < (f=0⋯1 2) 
· 误差分析和检验 ． 

1)若《 < ，或 < ( 一0，1，2)，则继续迭代或迭代终止。 

2)若 《 ≮ ，或 ≮ ( =0，1，2)，则 

① m+ 1 Dm，由式(24)、(25)重新计算 da和 ，直到 l 。I< 否则 

② 若 m，则返回前一步 一1重新确定， l，计算d4一-及 l并重复步骤1)和2)@ 

3 结束语 

在将矩阵[翩 分解为[ +[△ 时要求 pll= lI[网 [△ ll<1且 +P非 

奇异，这就保证了Neumann级数或迭代的收敛性。显然 PI1越小，则迭代收敛越快，因此应 

选取[△翻 相对[列 或 Pll尽可能地小。其次，[列 的选取或确定应使 lI[网 ll或 

lI[ ll的计算较简单，如为稀疏矩阵等。 

应用Neumann级数或逆阵，因为其展开式是幂级数，故而易于求和。应用于动力学方程 

求解，能够较简捷地给出动力响应的近似值和误差估计，因而是一种有效的方法。 

本文的 讨论可以应用于其他问题，对文E2]讨论的分段线性化的情形，即动力学方程 

(1)或增量方程(5)的系数矩阵本身也依赖于时间变量的情形，本文的讨论同样适用。对于不 

满足定理 1条件的情形，以及如何扩大本文结果的应用范围等，还需作进一步的研究。 
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Neumann Series Solution 0f Newmark Method 

and Its Convergence f0r Solving Dynamic Equations 

Tan Junou Fan Jinghong 

(Department 0f System Dl I 血g and Applied Mathematics，Q∞鹃ing Unlverdty) 

AI~STRACIr 7he co[Ivergence of~wmark-Neumann series method{or solving如namlc e- 

quations is discussed．Conditions 0f co[ivergertce and the estimating  expresdons of approximate sdu． 

t／on and error{ortheseries solution are also西ven． 
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