
组合投资有效边界的若干性质和模型’ 

刘 锡 伊 亨 云。 F 。‘》 
(①蒙自高等师范专科学较， 雨囊百 丽Ⅱo0．@ 夭孚’— 二1作者36岁，男，硕士，尉教授) 

摘 要 证明了组合投资中有效边界的几个性质，并建立了一个计算最优证券组合投 

资比重向量的数学模型。 
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1 组合投资有效边界的模型和性质 

设有Ⅳ种证券可供证券投资者选择，第i种证券的投资比重(或称组合权重)、期望收益 

率和标准差(代表风险)分别记为X、 和 证券i和 收益间的协方差为 ，文[1]导出了 

如下关系； = 

其中 为证券 和 J的收益率的相关系数。若记 

=  
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X=(墨， ，⋯，Xn) ，F一(1，1，⋯，1) ，置=( ， ，⋯， ) ，则可导出组合投资的期望收 

益率 和风险值 为 
N 

= ∑ 一RTX (1) 
￡一 1 

Ⅳ N 

d=(∑∑x )}一( 嘲 )} (2) 

其中 为半正定阵，要求 F = 1． 

为研究的方便，通常建立 — 直角坐标系 ，笔者也采用这个坐标系。 

定理1 在不允许卖空条件下(即墨， ，⋯，j ≥o)，Ⅳ种证券组合投资的期望收益率 

是Ⅳ种证券的期望收益率的加权平均而风险不高于Ⅳ种证券的加权平均风险。当 不全为 

1时，则低于Ⅳ种证券的加权平均风险。 

证明 ‘ = ，一1≤ ≤一1，X≥ 0 
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≤(∑∑X~Xjo， ){一 (∑ ．) 31一∑ ， (3) 

显然仅当 ： 1( ， 一1，2，⋯，Jv)时(3)取等号。 证毕 

比较(1)、(3)两式可知，定理 1以定量方式证明了组合投资中“分散可以降低风险”这 
一 特性 ． 

引理【 若记(A A ) 一f 1 I贝4在组合证券投资的 — 坐标系中．有效边界 。 
＼ 1 № 2／ 

上的点( ， )满足} 一 1，。+2 2 +me 

其中A一【r1t：=== 】， 的取值范围是max(一 ，r，J≤ ≤ { ) 
Ⅳ为无风险证券投资的收益率。 

定理 2 有效边界上的点( ， )具有下面的性质： 

1。 是关于 的严格递增函数； 

2。有效边界是下凹(上凸)的。 

证明1。 剔除可能的端点 一一 不影响定理的证明，故可设 >一塑
m lt．由引理知 

一 Lr2+ 2m12r+ 2 (4) 

将上式对 求导，解出 得 

一

m

—

．r + m ( ) 
2 

’ > O，而 >一 Y／'[12，
．

·

． r+ 2> 。 

『． > 0，1。得证 

证明2。 将式(4)对 求二次导数得 1= ( ) )+ ( + ) 

将(5)式代人上式得 

( + 。) 一 

于是得 一 m~ z-- mi lmlZ 
Lm 1r 十 m ，， 

由于【 ：J是对称正定矩阵，即有码 地 一埘。>o，又 在有效边界的取值范围内，从而 
> 一 m  11 ，即确 十矾z> 0，故 < O，有效边界是下凹的。 证毕 

因为r是 的严格递增函数，显然 也是 的严格递增函数。这样就从理论上严格证明了 

追求高收益必然伴随高的风险。 

定理2的结论2。，为确定最优证券投资组合点T以及投资组合权重提供了理论基础。 

设常数rf为投资于无风险证券的收益率，若把资金全部投资于无风险证券作为一个投 

资方案，该方案在 一 坐标系中由点 F(0，r，)表示，如图 1所示。 

定理3 在 一 坐标系内，过点 O，r，)向有效边界(4)作切线，则切点坐标T(a ， )为 

： 一  
， 

1r 十 确 2 

r 一  FF赫 1-； 
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证明 由(5)知该切线的斜率为 

K 一 O T 

故过 F(O，r，)的 切 线 方 程 为 一 ， 

— —  d，即 
柏 】rr 十 2 

d} 
—

r，一 m—
nrr

—

+ m]a 

已知 d}一 巩 + 2ml2rT+ 帕2 

(6) 

(7) 

rf+ ( ≥。] 一 十一_ ：。 。 

当 > r时(TS弧段)的方程为： 

d 一 m1 + 2ml2 + 地 2 

文[1]提出了一个资本财产订价模型(0 M)，定性的引入了有关组合投资的一个重要 

特性，称为分离定理：就投资而言，风险资产的最优组合(了1点)可不以他们对待风险与收益 

的偏好而确定。定理3给出了了1点的确定表达式，从而严格的证明了分离定理。 

2 非卖空条件下最优投资比例向量的数学规划模型 

文[3]给出了允许卖空条件下，有效边界左端点 E的表达式，它为规划{minaIs．t． 

一 1)的解 置t— -1F／F 在实际应用和理论研究中不允许卖空要显得更重要些a 

显然，在不允许卖空条件下有效边界的左端点可由以下规划模型确定： 

naa— x Zx 

f — I (8) 
’

Ix≥0 —1，2，⋯，』v) 

非线性规划问题(8)的求解有一定困难，笔者将其转化为一个线性规划问题求解。 

(8)的解必须满足Kutm—Tuchen条件(简称K-T条件)，假定在(8)最优解中前 种证券 

的投资比例为0'贝 K-T条件成为 

∑ 一 

∑ ≥ 

∑ 
i--1 

∑墨 
J= 】 

X > 0，i一 1，2，⋯ ， 

X 一 0，i— K + 1，⋯ ，Ⅳ 
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引入变量 △”可得不允许卖空条件下组合证券投资的风险最小化线性规划模型 

r nZ— d 

s．L 

(9) ， 

【X ≥ 0，△ ≥ 0 ( — 1．2，⋯，Ⅳ；△ X ： 0) 

模型(9)的求解可参考文献[43． 

对于风险证券最优组合投资点7’来说，也存在同样的问题。依照(8)建立过程，可建立在 

不允许卖空条件下确定最优投资组合线性规划模型如下： 

rI1inZ 一 

f∑ 一 十△ 
I t 

lⅣ l∑
x 一 1 

N ． )蚤瓶一 
【X ≥ 0．△ ≥ 0 ( ： 1，2，⋯，Ⅳ；△ X ； 0) 
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Some Properties and Model of the EI{icient 

Margin in Portfolio Combinatorial Investment 
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ABSTRACT This paper proves some properties of the efficient margin in portfolio 

combinatorial investment and presents a methemafical model f calculating the optimal wei 

vector of portf0lio combinatorial investment 
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