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摘 要 讨论了波函数在原点的奇异性 问题及其与势场的关系，指出在保证径 向波函 

数平方可积，即积分 ¨凡 )l。— 有限的前提下，出现凡(0)一oo的奇异性，在物理上是．-f 

以接受的。然后，将具有这种奇异性的波函数应用于类氪原子基态能量的计算，并通过对结 

果的分析指出，采用形如足o(r)一cPoe一 (0> 。>一1／2)的奇性径向波函数，相当于将 

两电子问睬屏蔽效应之外的关联作用，等效为中心场一 IyI／一的作用，从而使基态能量的 

计算结果比s o： 0时的结果有所改进。 
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0 引 言 

量子力学中波函数的标准条件是：连续、单值和有限[1]，这是大家所熟知的，但在一些特 

殊情况下，这种标准条件显得过于严格，比如在二维或带电粒子绕磁通管的情况下，单值条 

件可以放弃口】；丽是否要求有限，实际上是与势场形式有关，有关这一点，Landau和LifshitzO~ 

对中心场的情况做过比较全面的讨论，其主要结果是： 

1)如果r一0时势场 r)比1 更慢地趋于无穷大，则有径向波函数凡(r)在原点附 

近的渐近行为与自由运动相同，即 (r)一 一一 一 0，1，2，⋯ (1) 

在这种情况下， (r)处处有限，包括原点在内。 

2)如果r一0时势场 r)～1 ，则Schr~linger方程允许解的发散程度在r一0时不 

快于 1／r̈ ，即 凡(r)一 一 5≥一 1／z (2) 

在这种情况下， (，)在原点是发散的。 

3)如果势场 r)比1 更快地趋于无穷大，比如 r)～一1／e，s>2，则有 

(r)一 ri一 s> 2 (3) 

在这种情况下， (r)在原点一般也是发散的。 ． 

由此可见，上述三种情况中只有第一种情况能保证 凡(0)有限，在后两种情况下，r一 0 

为径向渡函数的奇点，但在所有的情况下，乘积凡(r)r在r一0点都趋于零，即 

R (0)一 ＆(r)rI 0 (4) 
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正是这一点保证了积分 l I风(r)I。 dr有限。也许有人会问：岛(0)=一会不会给物理解释 

带来困难?其实这种担心是多余的，因为中心场中的运动问题，可以归结为运动区域在一边 

受限制的(满足由(4)式表示的，=0处的边界条件)一个一维运动问题，即 

[一葫h2 d2+㈨ + (r)一踢∽ (5) 
相应的几率分布函数为 (r)一 I (r)I。= I ( I ra (6) 

因此，尽管 (0)=。。，但粒子出现在r一0点几率 (0)=0，这正是物理上所期待的。接下 

来的问题是：奇性波函数有什么实际意义呢?下面我们就类氦原子的基态能量计算来讨论这 

个问题。 

1 奇性波函数在类氦原子基态能量计算中的应用 

分： 

其中 

在只考虑电子间的屏蔽效应的情况下，类氦原子的 Harniltonian通常被分为如下两部 

A一‰ +A1 

砉[一号V 一cz一 丢] 
日一 一 ( 1T12 rl J l J 

(7) 

(8) 

(9) 

由此引人屏蔽参数 ，此时可用忘 的本征态作为零级近似波函数，或带参数l9的试探波函数 

计算疗的平均值日 )，由E(f1)取极小值可定出口，对基态而言 一5／16，这是大家熟知的结 

果 。 

如果我们进一步考虑，由于另一个电子的存在，其作用不仅只屏蔽了核电荷，而且也改 

变了中心场的形式，从而也改变了径向波函数的形式，基于这种考虑，可选择方案是将疗分 

解为如下两部分 疗一岛 +日 (1O) 

其中 岛；宝[一 一(z一 +吾] (11) 

日一 一耋{尝+ 
而且，岛 的本征态同样可以解析求解，其解为 

； ( )=R ( )y (五)，i= 1。2 

(r)一 e 。E L1(P) 

其中，帆 为归一化系数，日(神为连带的Lagueree多项式，而 

P一 (2√=—j )， 

(12) 

I 

(13) 

(14) 

(15) 

(Z一 口) —
2(n-- l-- sD~ (16) 

一 {[一1+ 二- 而] 
这里我们只关心基态问题，即取零级波函数为 

~o(rl，rD 一 驾0o(1) o0(rD 

而 。(n 日 (r)y ( ) 

(17) 

(18) 

(19) 
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(r)一 CeaC-墨1 4 -xo ， 5。一 i1(一 1+ √i 二_ ) (2O) 

在此波函数下， 的平均值为 e(p，y)，由E(卢，n 取极小值可求出 和 如果有0>7>一 

1／8，于是渡函数在r一0点上发散。附表中列出了按上述思路计算出的类氦原子系列的基态 

能量以及相应的参数值。表中的结果表明：】)选用取 的本征态作试探渡函数计算的基态能 

量，的确比选用 的本征态作试探波函数的计算结果有所改进；2)所有的y值都满足条件 

0> 7>～ 1／8，即0>s >一1／2，径向波函数在 r一0点发散，但却在该点附近平方可积。 

人们自然会问：为什么采用这种具有微弱奇异性的渡函数会对原子能量计算有所改进呢?下 

面将就此问题作一简要分析。 

附表 类氮原子基态能量(in Hartree a．u．)及参数值的计算结果 

*岛 为 =O(或 y= O)， = 5116时的计算结果． 

2 讨 论 

在实际的原子结构计算中，总是要求凡(r)具有(1)式所描述的渐近行为，从而排除 

凡(o)一一 的可能Ⅲ，其根据是：当r一0时，该电子将主要受到原子核的作用，而其它电子 

的作用可以忽略，即 r)～一1／r，因而，此时电子的行为应与类氢原子中的电子相同，即具 

有(1)式所描述的渐近行为。由于 ≥ 0，所以，总能保证 R(O)有限。很显然，当r一 0时，相 

对 于原子核的作用来说，其它电子的作用是非常小的，无论任何不可能超过原子核的库仑 

场，因此，即使计及其它电子的作用，精确的径向波函数 (r)也将仍然具有(1)式所表示的 

渐近行为，这就意味着在原点的无限小邻域内，始终有 R(r)～一．如果我们考虑原点的一个 

稍微大一点的邻域，比如半径为r0的区域(r0《】)内风(，)的行为，那么，有无其它电子的影 

响，情况就应该有所不同。对无其它电子影响的情况，仍可设 凡(r)～一；当考虑其它电子的 

影响时，我们不妨设Rd(r)～ (r≤to)，且当—+0时s(r)一l，这样仍能保证Rd(r)具有 

(1)式所表示的渐近行为。尽管s(r)的具体形式是未知的，但我们不难分析出其变化趋势。 

当某个电子进人以原子核为中心半径为ro的区域时，由于该区域非常小，强烈的库仑关联将 

把其它所有电子几乎都排除在该区域之外，反过来这些电子的平均库仑排斥作用又会进一 

步将其推向原子核，从而使其径向波函数随r趋于零而趋于零的速度有所减慢，这意味在r 

<ro的区域内应该有 (r)< 。显然，在实际计算中，如果 (r)是随r变化的函数，则将给计 
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算带来很多麻烦，为了减少这种麻烦，我们可用平均值；来代替s(r)，相应地，径向波函数的 

渐近行为(1)式也就被修改为 (r) (21) 

由于i<f，因此，对应于z=0状态，必然会出现；= <0的情况，从而导致 (o)=oo的 

出现。 

3 结束语 

从前面的分析可见，当我们选用径向波函数(2O)时，由于 o<0而使波函数在r 0点 

出现的微弱的奇异性，相当于将一个电子对另一个电子的除了屏蔽效应以外的作用，等效为 
一 个中心场～ l I／一的作用，从而在一定程度上考虑了电子间的关联效应，特别是在r=0 

点附近的关联效应，因此，能量的计算结果相对于 =O(或 7一 o)的情况有所改进。同时， 

从计算结果中我们也可看到，当z从 l增大到l2时 从 一0．0980,8变化到 一0．00696，能 

量的相对改进则从 1．3 减小到0．005 ，说明随着z的增大，关联效应的比重在减小，这是 

与物理事实相符的 

顺便指出，Tripathy等人口 也曾用类似方法计算过氮原子系列的基态能量，而本文结果 

与之有所不同 笔者对具有微弱奇性的波函数在物理上存在的合理性所进行的分析，对正确 

认识这种波函数的实际应用价值是有益的。 
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A Singular W avefuncfion and Its Application 

to A幻l硼ic Energy Calculation 
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ABSTRACT The sing【lIarity。fwavefuncfi．on at r o amlits rela~onwiththe potemiaI are 

disscused．Itispo／ntedthat，underthe conditionthatthe radialwavefunctionis squareintegrabh
,the 

菌ngll rity of岛 (O) 。。is physically acceptable．Then the wavefuncfion with such a singularity is 

used∞ calcuhte the ground state energies d helium．1ike atoms
．By anslysing the obtained results， 

s}l0w that the using of singular radial wavefunetion焉o(r)一c 。e一 (o> >一3／2)is lust to 

in~oduce a centrifugal potential—I I／r*to include the electron correlation elfect Oil an avera霹 

meaning，and can obtain better results than those in the ca8e of“=0
． 
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