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用Riesz基函数表达的多分辨分析模型。 
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摘 要 建立了用Riesz基函数表达的多分辨分析模型，在模型中研究了空间正交性条 

件与完全重构条件的满足，得出了包含正交小波分析的更具普遍性的多分辨分析模型 
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0引 言 R 蓥出熬 ．碹；腾 ’ 

在Mallat定义中口]，多分辨分析的一个重要特性是“Riesz基存在性”。多分辨分析中的 

一 列闭子空间可通过其中任何一个子空间内的Riesz基函数进行伸缩与平移而张成，因此， 

对于整个多分辨分析，Rie~z基函数是十分关键的。 

首先，它决定了多分辨分析函数子空间的类型，即其中所属信号的类型。如Riesz基函数 

取为理想采样函数 曲一sin∞一 ，多分辨分析各级子空间实际上是Paley—Wiener空间， 

其中信号类型为频谱有限信号 

其次，多分辨分析中的尺度函数 (功及小波函数 ( 均与Riesz基函数紧密相关。二者 

可由Rieaz基函数按一定方法生成，如将Rieaz基函数进行正交化处理得到一组标准正交 

基 。 

由此可以从 Rieaz基函数着手，来分析多分辨分析的结构 

1 模型描述 

整个模型的建立过程如图1所示，在该过程中强调了Riesz基函数的作用，将其作为多 

分辨分析模型研究的起点。由图l可知，已知 子空间的Riesz基函数r( ，只要找到 子 

空间内的一个Riesz基函数 (曲，使得 0 一u ，则多分辨分析的“空间正交性”条件满 

足，如果还满足完全重构性条件，则任意信号，(曲∈La(PO可在该多分辨分析塔分解并重构 

而不丢失任何信息。但尺度函数P(曲与小波函数 ( 分别用上述的r(曲与r (∞进行构造， 

它们不一定组成％与 内的标准正交基，这与算子P,q的选取有关。 

而图1中的可逆稳定算子中，q是来源于如下的命题。 

命题l 函数r( ∈vot其平移系(r 一 )I ∈ }组成 的一组基底，且r一 ( )存在， 
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图 1 用 e站基函数表达的多分辨分析建立币意图 

只要 P是一个可逆卷积算子，则 斗 一 k)r(x— ) (1) 
●∈ 

的平移系{ z— )} E- )也组成 的一组基底。 

命题1中r ( )是指函数r( 的采样序列r( )的反卷积序列，r ( )存在是指其满足 

稳定性条件，算子P也可当作滤波器，P可逆亦是指 V ( )存在。本命题是 札 Under在文[3] 

中给出的命题的推广，其结论仅针对n阶B样条函数。有了此定理，则空间720内的一个基底可 

通过一个可逆卷积算子引出另一个基底，即r(斗亦可表示为 

r( 一∑ ( ) z— ) (2) 
hE-‘ 

在多分辨分析中，若取 r(斗 为720中的Riesz函数， 曲 为尺度函数 (神，则尺度函数可 

由硒esz基函数构造。但根据小波分析理论，此时 (神也应是一组Riesz基，即满足Riesz基稳 

定条件(更为普遍的情况是框架条件)。可得到命题 2如下。 

命题2 在多分辨分析中，取命题1中的r(斗为张成720的RJeaz基函数，则算子P若满 

足稳定性条件 c≤ lp( )l ≤ D (3) 

其中C、D为正常数，0<C≤ D< D。，则(1)式得到的 的平移系{ z— )t E- } 

组成Vo的一个Riesz基。 

此命题的证明利用卷积定理与 e口基稳定性可直接得出。因此，只要P，q满足可逆稳定 

条件， ( 与 ( 的构造方式是很多的t可以仅用Rieaz基来表达整个多分辨分析的模型。 

下面定义分析中的三个关键算子： 

1。算子 A 为可逆稳定卷积算子，作用是由 上 的Riesz基函数生成尺度函数 (曲． 

譬 
( ： k)r(x— ) (4) 

2。算子 g： 为可逆稳定卷积算子，作用是由 的Riesz基函数生成小波函数 ( ． 
．皇 · 

(斗一22g( ) 一 ) (5) 

3。算子 由 上的 e口基函数生成 上的RJesz基函数 (曲． 
一 生  

(曲 =√ 2 d(k)r(2x— ) (6) 

显然算子 必须满足一定条件．这将在下文研究 再定义函数r(曲 的白相关序列以 ( )表 

示，即 ( )一 (r(神，rk— )> (7) 
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上式变换到频域为 c )=∑l R( +2k~r)J。∈ (0，2 ) 
∈̂ 

则Riesz基稳定性条件可用其自相关序列来表达，即为 

≤ C( )≤ B 0< A≤ B< 。。 

2 空间正交性条件 

(8) 

(9) 

由(4)～ (6)式变换到频域即为 

(∞)： P( )R( ) (1O) 

(∞)=：I )忍( ) (11) 

忍 ( )= IX  )R( ) (12) 

其中特别定义D( )=— ∑ )e一 ，而 )、 )分别是 )、g( )的傅氏变换，再利 

用二进制伸缩方程 

(2 )= H( )· ( ) (1 3) 

(2 )==G )· ( ) (1 4) 

其中H( )、G(也r)的定义与 D( )的定义一致，可进一步表达滤波器 H( )与G( )，即 

／-／( )一 且 ( ) (15) 

其中 H( )一 (16) 

G( )= (17) 

H( )与 G( )可写为z变换形式，即 

／4(z)：篱胁) (18) 
一 甓 (19) 

可证明如下定理的结论： 

定理 1 

1) lH(z)l e(z)+ l／4(一z)l。C(一z)一C( ) (20) 

2) 1日(z)l。 (z)+ l H(一 z)J (一z)一c，( ) (21) 

3) lG(z)l。 ( + lG(一z)l。 (一z)一 ( ) (22) 

4) lD(z)l。C(z)+ lD(一z)J e(一z)一c ( ) (23) 

上面 个恒等式的征明方法一样，即利用(8)式对自相关序列的定义式，将二进制伸缩 

方程代人，再分奇偶求和即得结论，或利用 

C(z)= I z)l。C(z) (24) 

0(z)一 lQ(z)l C (z) (25) 

下面考察小波函数 (曲∈狮的充要条件，以寻找算子d的构造途径。对于前者，有定理 

2如下： 

定理 2 姐 曲 ∈ 的充要条件是 

( )( z-1)G (z)+ (一 z)G(一 z-1) (一 z)一 0 (26) 
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证明 ，=( 一 )一 ( )=j (z一 )识 出 

1 J ( e一 山 

一  f叫詈jG(詈){ (詈)l e一 山 

一  』
o

∑
kE* 
詈+ jG(詈+ j f 詈+ 1 I。e一 am 

上式分奇偶两项求和，利用H( )与G(m)的周期性及 ( 的自相关序列 ( )，有 

』[叫詈)G(詈)G【詈)+叫詈+ )6《詈+ ) (詈+ )]e一州m 

当且仅当 叫詈}G(詈) (詈)+ 叫詈+ J G(詈+ J 【 詈+ |_o (27) 
有 Go(x一 )． (神)： 0 

即 (曲 ∈ 

(27)式写为z变换表达式即(26)式，即证。 

由定理 2的结论，可进一步得到定理 3，即关于 (曲 的构造及 d算子的选取： 

定理 3 (曲 ∈ 的充要条件是 

14,(z)e(#)D(z- )+ I4,(一 z)e(一 z)D(一 Z-- )= 0 

(曲 构成 Riesz基的充要条件是 

c≤ I D(2)I ≤D (0<C≤ D< 。。，C D是正常数) 

上述两个条件是函数系{k 一 )l ∈z)构成 一组Riesz基的充要条件。 

证明 将(18)、(1 9)、(24)式代人(26)式，即 

(28) 

(29) 

且 (#) ) 

+ H(一曲 D(一 r P(一 圳 ze(一 z)= o 

利用 I #)f 一P( P(z )整理上式，有 

P(22)‘ z )[ ( )C(z)D(z )+耳 (一z)e(一2)／9(～。一 )]=0 

即 且 (2)e(#)／9(r )+ 且 (一 z)cr(一 曲D(一 r )= 0 

即(28)式结论，只要d算子满足(28)式， (曲便在"a4上。下面考虑 (神是否满足Riesz 

基稳定性条件，根据(9)式，即要求 A≤ [ (2)≤ B (30) 

而由定理 1中的(23)式，该条件等价于 C≤ l19(z)! ≤ D 

即 ( 此时构成 m 上的一组Riesz基。 

满足定理 3的算子d的取法不只一种，笔者给出一种取法，即 

×#)一 一 Z- 且 (～ 2一 )e (一 r ) (31) 

可验证 D( 满足定理 3的条件 1，而将D(#)代人(23)式，可推导出 

( (22)一 e(#)e(一 z)e(z一 ) (32) 

由于(32)式中cr( )满足Riesz基稳定条件，因此定理 3的条件2)亦满足，即此时 (曲 
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组成 中的一组 Riesz基。 

3 Mallat算法 

用Mallat算法的思想，可推出前面定义的模型对应的Mallat算法。 

Mallat算法的卷积表示，推导过程略。 

3．1 分解算法 

】： × Î* *e]I 2 

日“ = × * * ]+。 

3．2 重构算法 

C = [ +1]+2*h+ [n+1]+2 g 

其中[]+ 与[]， 分别表示向下采样与 

向上采样过程。各算子定义与文[2]一致，而 

、  为 自相关序列表示。由(33)～(35)式， 

可 画出最简单 的一级分解 的系统框图(图 

2)。上面算法是用尺度函数与小波函数表示 

的，亦可采用Riesz基函数与d算子表示，即 

这里直接给出一维 

(33) 

(34) 

(35) 

图 2 一级分解与重构系统框图 

Cj十l— C；- *L̂r* * J}2 (36) 

日+l=c *[ *e-：6 ]+z (37) 

cj一 [cj+】]，2* + [ 1]+z*d (38) 

同理，也可推出二维MaUat算法，以用于图象的分析与处理，对于可分离情况，二维算法 

是一维算法的忠实翻版，即对二维信号按行按列分别进行一维的处理，这里就不再给出相应 

的结论了。 

4 完全重构条件 

考查用 m 基表达的多分辨分析塔的完全重构条件，有定理如下： 

定理 4 

1) IH( )l 1 + IG( )l 1 = 1 (39) 

2) 一 ’ __+C-< )G(一 一0 (40) 
3) lE (圳  1 + ID(z)l。 = 1 c41) 

4) 耳(z)耳(一 丽1 +驭 驭一Z-- =。 (42) 

证明 1)：令 ( ) IH(z)I。 + IV(z)l 石 ，代人 ( )的表达式，即(22) 

式 ，得 

( = IH(z)I2 1 + 

又由定理 2的(26)式，有 

G(z)l 

z)l ( + lG(一 l。G(一 

z) G( )l。I (z)l。一 l 一z)l。I G(一 I I (一 )l。 
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代人 (=)替换 JG(一 J ，并消击 JG( )J ，有 

⋯ 南 + 1 

又利用 f ( )l 一 (z)C~(z- )一 ( ( )) 

M(z)可再推出 

(￡)=IH(z)I 1 

+ H(2) ( ) 

一 IH(~i I + 

代人(21)式，即 

( )一 l l + 

一  去可(1 H( ( +IH( 
1 

—

0 ( 

篙 南  
一  I G(一 ) 南  1 

即证得(39)式。 

证明2)：要证明(40)式，等效于证明 

爿< )H(一 Z-- )0(z2)+ G( )G(一 Z-- )G( )一 0 (43) 

将 ( )、0( )的公式(21)、(22)代人，得 

H(￡)H(一 )[1G( )l 0(￡)+ fG(一 )J (一 ] 

+G( G(一Z-- )[1 J。 ( + 1月t～ l C(一 )]一0 

利用 J G( )l l—G( ·G(z )，将上式第 1项与第 4项合并，2，3项合并，即 

爿<一Z-- )CAz)[ )G( _1) ( )+ 一 )G(～Z-- )C(一 ] 

+爿t￡)G(一Z-- )[爿I—Z-- )G( ) (一 +H(z )G( c ( )]一0 

利用定理2(26式)，上式成立，即定理4的(4。)式得证，(41)与(42)的证明与前两式完 

全一样，或直接令上两式中P—q一 1即得 

定理4是分析系统重构性质的基础，笔者对图2所示的一级分解的重构特性进行讨论， 

该系统的输入输出关系为 

( )一吉 ( [H( )G( )] l C(z2) 

( ) 

『n(z
一

-  

1

LG(z 二 『L x(竺 ] ㈨ )G(一r )J 一 J ‘ 

由于向下采样环节的影响，系统输出中出现了x(一 )的混叠形式，而系统完全重构性 

要求 ( )一X( 

下面考察系统的重构性。(44)式可进一步表示为 

)一[(H( 器 +IG(圳 器 ， 
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麒一 器 堋一 躺]·[ ] 

根据定理4的结论，上式即为 (z)一[1。][ 兰 ]一x( ．⋯ 
即系统的完全重构的，向下采样过程去掉的信息并未影响到系统的完全重构性。而任 

意深度的分解，均是图 2所示一级分解的嵌套，因此笔者所建立的多分辨分析模型是完全重 

构的。 

5 结 论 

笔者所建立的用 Pdesz基函数表达的多分 

辨分析模型，实际上是一种普遍化的模型。由定 

理3知，空间正交性条件仅与d算子有关，与A 

口算子无关，因此在模型中，Aq算子只要满足可 

逆稳定条件，具有很大的自由度与可选择性，如 

A口同时选为 r( 与 ‰(曲 的正交化算子，则 

( 与 (曲分别构成 与 内的标准正交基。 

以户为例，四种等价形式如图3所示。 
圈3 四种等价的尺度函数 

综上所述，本文结论具有普遍性意义，不同应用场合可选择不同的滤波器H(劬 与 

G(呦 ，这是通过选择 R 基函数r(曲与 A 算子来实现的。Daubeehies的最小支集正交小波 

基的设计是通过设计滤波器H( 进行的，这等效于本模型中对Ries~基函数r(曲的构造。 
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