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摘 要 循环图具有很强的对称性，作为有价值的通讯网络拓扑已受到广泛的关注。研 

究了一类循环图cR<1， ，完垒确定了其色数。 
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0 引 言 

国 

讫 
用群论方法研究图论的一个重要内容就是 Cayley图，所谓 yley图，就是由群(G，a) 

以及G-{1}的满足 H= 一 的子集按照下列方式构造的图 G，胁 ： 

(r(G，胁 )= G 

E(F(G，胁 )= ({g，g a h}tg∈ G，h∈研  。 

由于群G的固有对称性以及H的对称性(H=H- )，Cay|ey图具有很高的对称性，从而被作 

为有价值的通讯网络拓扑而受到广泛关注。 

所谓循环图，就是将群(G，-)取定为模 的剩余类群z／n时，对应的Cayley图。假定H= 

i， ，⋯，i，}，其中1≤ i1< < ⋯ <‘< + 1>／2，则将对应循环图记为G< it，is，⋯， 

> ．即 ： 

(G < iI，i2。⋯， >)= {0，1。2，⋯ ， 一 1} 

E(c-< f1，如'-．一，‘>)； ({i，i士 』}：i∈ Z／rl, ∈研  

其中的加减法均是对模 而言。图1给出三个典型的循环图。 

由于循环图优美的对称性和潜在的实用价值，许多学者就此进行了深人研究，得到了不 

少有价值的结果。例如，循环图的构造ru、Hamilton性、连通性啪，泛圈性[‘ 和边色数。但就笔 

者所知，关于循环图的色数还没有实质性结论。 

笔者对cR<1， >进行了研究，用图论的方法完全确定了其色数。 

1 C< 1，k> 的色数 

首先，给出要用到的两个命题。 

命题 1(Brooks定理) 若G既不是奇圈，又不是完全图，则z≤△ 

命题2 若图G是二部图，则z(G)一2． 
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臻 豢 
(a)clB< 1，5> (b)c1 6< 1。5，8> (c)G6< 1，8> 

图 1 三个典型的循环图 

用( ， )表示n与k的最大公因数。下面只就k< 2进行讨论(已知当k—n／2是奇数， 

2；k=n／z是偶数时，z=3)Es3。如果 k为奇数，G< 1，k> 的色数有以下结论 

定理 1 如果 k是奇数，则 

” 如果 ／( ， )是偶数，则 2； 

2)如果 ( ， )是奇数，则z一 3． 

证明1)： ／( ， )偶 偶 G< 1，k> 为二部图 z一2． 

证明 2)： ( ， )奇 奇 G< 1，k> 为非二部图 ≥ 3． 

下面找到一种对G< 1，k> 只需用 3种颜色的顶点着色的方法，所以z≤ 3，从而z= 

3．令 =k× +r，0≤ r<k，分三种情况来找G< 1，k> 的着色方法 

情况 1：当r为奇数时 

首先，进 +1个顶点，使这 m+1个顶点(用字母口、b ”标注)在同一内圈上，沿逆时 

针方向，用颜色①、②、③顺序交替给它们上色。要求相邻顶点不同色。则未着色顶点被分 

成m+1个部分： ^，A，⋯，A，B 

其中 l4l=k一 1’lBl—r一1， (包括 中的顶点是依次相邻的。 

其次，对A(包括 用与之相邻的两个顶点的颜色交替着色 可以证明，相邻顶点不同 

色。事实上，A与4+ 或者一种、或者两种颜色相同，但同色顶点间相距偶数个顶点，因此不 

会相邻。同理，B与4中的同色顶点伺也相距偶数个顶点，因此也不会相邻(如图2(a))． 
{ 

o 0 0 
(a)c2 < I，s> (，为奇数) (b)Cts< I-5> = 0) (f)c1 < 1。5> (，为偶数) 

图 2 ，n为奇数时-r的三种情况的循环图着色方法举倒 
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情况 2：当r一0时 

选m个顶点，使这m个顶点(用字母n ·标注)在同一内圈上．沿逆时针方向，用颜色 

①、②、⑧顺序交替给它们上色，要求相邻顶点不同色 此时．m个顶点恰好将未着色的顶点 

等分成 m个部分： 

A ，̂ ，⋯ ， 

其着色的方法与情况 1同(图2(b))． 

情况 3：当r> 0且为偶数时 

首先．选 m+ 1个顶点，使这m+ 1个顶点(用字母 Ⅱ1，nz，⋯，‰+ 标注)在同一内圈上， 

沿逆时针方向，用颜色①、②、⑧顺序交替给它们上色，要求相邻顶点不同色。则未着色顶点 

被分成 m+ 1个部分： 

A ，̂ ，⋯ ，A ，占 

其中 lA J—k— l，lB J—r一1， ：l，2，⋯，mA(包括 中的顶点是依次相邻的。如果 

和 -同为① 色，用②、① 或③、①对B交替着色，易证相邻顶点不同色(如图2(c))．否则， 

^两端的顶点‰和 -的颜色只能是②、③ 或③、②． 

其次，对A用与之相邻的两个顶点的颜色交替着色( 一1，2，⋯，m—1)，对A UB用 

颜色 ②、③ 交替着色。 

同理，相邻顶点不同色。 

综上所述，对 ĉ< 1，k> 只须用3种颜色着色。故 一3． 

若 k一2或 k一 一 1)／2，则G < l，k> 的色数有以下结论。 

定理2 如果k=2或k一( 一1)／2，则 

1)当nl 3时， 一3； 

2)当 I3时， 一4． 

证明：先证k一2的情况，用反证法。假设对e<l，2> 只须用3种颜色着色，则必然是 

这样着色：沿逆(或顺)时针方向，颜色①、②、③ 在n圈上同时顺序出现(① ②、③，①、②、 

③，⋯)，这只可能出现两种情况： 

一 情况 l：颜色①、②、③剐好同时着完所有顶点抖 l 3(~tl图3(8))，故 ≤ 3． 

又cH< 1，2> 是非二部图 ≥ 3．所以， J3时，z一3． 

情况2：颜色①、②、③不能同时着完所有顶点坝 可能剩下一个或两个顶点(如图3(b)、 

(c))抖 I3．此时，剩下的顶点既不能着 ① 色，也不能着 ②、③ 色。故z≥ 4． 

而由Br0ob定理知： ≤ 4，所以，M,3时，z一4． ． 

对k一( 一1)／z的情况，也用反证法。假设对e<1，( 一1)／2> 只须用3种颜色着 

色，则必然是按下列方式着色： 

不失一般性，选定一个3圈：0一 一{ +1l一0，用颜色①、②、③分别给顶 

点o+! ， +l着色，沿逆时针方向，未着色顶点被分为： 

cI一{1，2，⋯， ； 一2， 一1l ～ J 

一 { +2， +3，⋯， 一2， 一1} 
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其中 cll— l 

暑 

(a)cI2< I．2> (b)cIa< 1，2> (c) I< 1，2> 

图 3 一̂2时，循环图cH< I，̂> 的着色方法分析 

图4 一̂ (n—I)12时的着色方法分析 

接下来，用颜 色 ②、③、① 分别给 ct、 中顶点依次交替着色t从而，顶点 

l 一2l可能着色③或②或①(如图4)． 、 ‘ ， 

情况1：f 一2】着色③ 一2)着色② { 一2}着色① —1)着色 
③(如图5(a))． 

所以，颜色①、②、③ 刚好同时着完所有顶点茸nl 3，故 ≤ 3． 

又 G< 1，(n— I)／Z> 为非二部图 ≥ 3，所以， I 3时， 一 3． 

姆 嚣 懿 
(a)cg< 1．4> (b)cIj< I，6> (c)c1I< 1．5> 

图5 =“一1)IZ时，三种情况的着色方法举例 

情况2； ( 一2)着色② 一2)着色① ( 一1)着色 

③{ 着色②】 (n—1)着色④(如图5(b))． 
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情况 3： f 一2l着色① (n一2)着色③ { 一1 J着色 
L 0 1 。 

②【 着色②1 着色④(如图5(c))． 

当颜色①、②、③ 不能同时着完所有顶点(情况2、情况3)骨nl 3，故 ≥4． 

由}]rooks定理，知 一4． 

总之，当nl 3时， 一3；当n+3时， 一 4． 

如果 >2且为偶数，cJ<1，k>的色数有以下结论。 

定理3 若k>2且是偶数，则 =3． 

证明：k> 2且偶 G< 1，k> 非二部图 ≥ 3． 

下面我们可以找到一种对 <1，k>只需用3种颜色着色的方法，所以， ≤3．将n分 

解为n= ( 一 1)×m+r，0≤ r< k一1 

情况1：若r一0或r>1且为奇数时 

首先，用颜色① 给一部分顶点着色，使未着色顶点被分成m+1个部分： 

A． ，⋯，A ，B 

其中 lAl一 一2(f=1，2，⋯， )，lBl=r一1，A(包括固 中的顶点是依次相邻的。 

其次，沿顺时针方向，用颜色②、③ 交替给^(包括．召)中顶点着色，则用颜色①、②、③ 

剐好可以着完(如图 6(a)、(b))． 

可以证明，相邻顶点不同色。 

事实上，A与A+t中同色顶点间相距奇数个顶点，因此，不可能相邻；若B与A相邻．则 

它们之中的同色顶点之间相距奇数个顶点，因此也不相邻。 

情况 2：当r为偶数或 r 1时 
一 ( 一 1)× m+ 1= ( 一 1)× (m一 1)+ k 

= ( 一 1)×m+ r一 ( 一 1)×m+ 2t (1≤ t≤ k／2) 

首先，用颜色① 给一部分顶点着色，使未着色顶点被分成m+t个部分： 

A， ·，A ； 蜀，骂'．_·， 

其中 lAl—k一2， 一1，2．⋯，mI l骂l一1，J；1，2，⋯，f．A中顶点依次相邻，而且在A与 

+̂ 之间至多有两个与，A与骂共有下列三种关系； 

A U A+ 或 A U岛U A+t或 A U与 U骂+ U +̂t 

在每种情况中，顺序两个顶点要么相邻，要么被一个颜色①顶点分隔。 

其次．沿顺时针方向，对A中的顶点，用颜色②、③交替给中顶点着色 1，2，⋯，m{在 

^U岛U A． 中，对岛中的顶点着颜色②(或③)；在A U岛U与+ U +̂ 中，与着色③， 

岛+ 着色②．可以证明，相邻顶点不同色。 

由情况1知，A与A 中同色顶点不相邻；在^U马U—．+t的情况，岛中的顶点与沿顺 

时针方向，逆时针方向着颜色① 的顶点相邻；在^U岛U岛+ U A+t的情况，已知与着色 

③，与+ 着色②，着颜色③的顶点与逆时针方向着颜色①的顶点相邻、与沿顺时针方向着颜 

色③的顶点相邻。着颜色②的顶点与沿顺时针方向着颜色①的顶点相邻、与逆时针方向着 

颜色 ③ 的顶点相邻(图6(c))． 

综上所述，用3种颜色可将所有顶点全部着色完。 

所以，当 >2且为偶数时，z=3． 
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(a)cl9< 1．8> (b)cl5< 1，6> (c)G2< 1，8> 

圈 6 l>2且为偶数时，三种情况的着色方法举例 

由定理1～3知．完全确定了C<1， >的色数。 
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ABSTRACT There 8re Od symmetry in the circulant~Communication network topology is 
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> are completely determined． 
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