
1999年 5月 

第 22卷第3期 

重庄大学学报 (自然科学版) 

J[1ⅡT1al d a卿 i蝎 U 商ty(N帅 I Seien~ Edilionj 

22 

May 1999 

文章编号：100()一582x(1999)03．0053~5 

一  

涡流场中位函数 T、Q的 

存在性与唯一性探讨’ 

汪 泉 弟，谭 邦 定 姜 可 薰 
—  

_电 诱骂丽_重庆 400044) 

弋 ＼ } 

0 l ．十 
摘 要：用线性函数空间理论证明了涡流场中位函数 n的存在性，并对退 

化位 T的唯一性作出了新的证明。退化位 T的出现，表明用给定矢量位 的散度来 

获得唯一解并不是唯一的方法。 
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脶 饧 

用位函数求解涡流场是一种有效的方法，通过MaxweU方程组可导出涡流场的位 函数控 

制方程，然后再对控制方程进行求解。 目前对位函数存在性的研究很少有文献涉及到，通常 

在引入一种方法之后仅仅证明唯一性，但没有存在性所支持的唯一性证明显然是不可靠的， 

笔者给出的位函数存在性证明方法普遍适用于电磁场问题。 

与位函数存在性密切相关的是唯一性。由物理定律引入的位函数，若不加上其它约束 

条件，这样的位函数如果存在，将会有无数多个。从物理的观点看，这不会带来任何麻烦，因 

为所有的位函数将给出完全相同的矢量场。但从计算的角度看，无唯一解的方法是不能用 

的。因此，为获得位函数唯一解的规范条件便提出来了。在传统方法中，人们总是把位函数 

的规范条件限制在给定位函数的敬度上，从给定矢量位的库仑规范或洛仑兹规范来获得唯 

一 解。从数学的观点看，给定矢量位的散度，只是获得唯一解的一种约束条件，不应是唯一 

方式。于是 Car阳 r在 1977年提出了退化位的概念，这种新的约束条件在数学上同样能保 

证解唯一。鉴于文献[1]在退化位 T的唯一性证明中对 T另外又加了两条不必要的约束， 

因此笔者还要给出一种简单而直接的证明方法。 

1 数学基础 

设 ( )空间由在有界开域 上平方可积的标量场 构成， (曲空间由在有界开域 

上平方可积的矢量场 F构成， 为 中的有界开域，则 

定义 1 在 ( )中一切具有平方可积梯度的标量场构成了 什(曲，即 

( )= { ∈ ( )；V ∈ ( )} 
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定义 2 在 ( 中一切具有平方可积旋度的矢量场构成 _『H( ；曲，即 

H( x； ={F∈ (曲； ×F∈ ( )I 

定义 3 在 (曲 中一切具有平方可积散度的矢量场构成 ，H(W ·； )，即 

H( ·；曲 {F∈ (曲；v ·F∈ (曲f 

以上的每一个 函数空问均为在适当内积下的 t-Iilbert空间。对于时变场，可通过映射函 

数将时间区间[0，T]映人上面的Hilbert空间。 

定义4 设 x是普通的Hilbert空间， ．{l 是它的范数，则时域上的标量平方可积空 

间为 
T 

(0，T；x)：{，Î [0，T]一 x ⋯ ￡)II ￡<o。} 

其中 ，是映射函数， (()，T； 仍是Hilbert空间。 

时域上 的矢量平方可积空间可用类似的方法定义。在位函数的存在性证明中，要用到 

de RhaIn组合体(deRham’s脚 1ex)，下面对它作简单介绍。 

deRham组合体由4个Hilbert空间和3个黻分子算子构成．见图 1． 
口 ^ v  

(曲 一  (to—  ( )一  ( ) 

图 1 deRham组合体 

de Rham组合体的两个基本性质如下： 

1)如果定义域 和边界a 是简单的连通域，由梯度算子构成的I-t(曲 的象严格的是 

H( ×；曲 中的旋 度算子的核或零空间。 

2)如果定义域 和边界a 是简单的连通域，由旋度算子构成的H(v ； 的象严格的 

是 H( ·； )中的散度算子的核或零空问。 

图1表明，de R}m 组合体是一个严格的序列，且它依赖于 a 的连通性假设，如果 或 

扎 其中之一不是简单的连通域，组合体的严格序列将不存在。组合体的两个性质可用圈2说 

明。箭头表示前一个空间是如何被映射到后一个子空间的。例如抒( 通过梯度算子映射到 

H( ×； 的象是 v 所在的空间， 这部分空间通过旋度算子映射到H( ·；曲 中成为 

一 点，即体现了性质(1)． 

(H ； { 

币∈ (曲；F∈ H( ；曲；G∈ H(v -；曲 

图 2 de Rham组合休的性质示意 

2 位函数 T、n的存在性 

涡漉场的求解区域通常由导电区与非导电区构成，导电区内可能存在多种导电媒质。为 
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避免不必要的复 杂性，设求解场域 由图 3所 

示。其中 是简单的连通域， 和 是不同 

的两导电区(即导电区 ="rka )， 为 

非导电区，a r．h 是两种不 I司导电媒质的交界 

面， u是导电媒质与非导 电媒质的交界面， 

a 是包围 的边界， 2、砌 、n分别为三个界 

面的法 向单位矢量。 

在忽略位移电流的情况下，设电流密度 

J和磁场强度 H满足下述方程： 

J∈ (0， H( ·； )) 

H∈ (0，T；H( ×；曲) 

-

J= 0 

x H = J(或 0) 

×( + =o 
- ( ： 0 

J n： 0 

ⅡH · n ： 0 

图 3 涡流场的求群 区域 

(1) 

(2) 

in(0，Tj (3) 

in(0，Tj× (或 ) (4) 

(O，D ×-q． (5) 

in(0，n × (6) 

On(0，Tj×3 ＆Clin_(O，T)×a (7) 

On(0，Tj×3 ＆Clin_(0，T)x a砘2 (8) 

H × n=0 on(0，T)×a口 (9) 

其中 和 分别为磁导率和电导率。由赫姆霍兹定理可知，满足方程(1)～(9)的 J、H有唯 
一 解。引入位函数 8它们与 J、H之间的关系为⋯： 

J=v ×T in(o’n × "oc (1【1) 

H = T n in(0 n × (】1) 

H =一vn in(0，n ×-q (12) 

下面利用de Rham~fl台体的性质来证明位函数 n是存在的。由于在单连通域 中 J 

满足方程(1)、(3)和(7)，由组台体性质2可知，在H(v ×； )中必有一矢量场与散度算子的 

核 ·J=0对应，从而保证了满足式(1O)的矢量位函数 T的存在，以致 

T∈ (0，T．H(v ×； )) (13) 

将式(1(1)代人方程(4)，得 

×(H 一 = 0 in(0，TJ× 

且 

H—T∈ (O，T；H(v ×； )) 

再由组台体性质1得知，在 ( )中必有一标量场与旋度算子的核v×(H 

这就保证了满足式(11)的标量位 n的存在，以致 

n∈ (0，T． ( )) 

T)=0对应 

在非导电区 中，园 ×H=0，性质 l同样保证了满足式(12)的 n存在，且 

n∈ (b， ( )) 

(14) 

(15) 
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由式(14)和(15)可知，n存在于整个场域 之中，即 

n∈ (o'丑 ( ) (16) 

至此，我们证明了在 J、H满足式(1)～ (9)的涡流场中，至少有满足式(10)～ (13)和 

(16)的一组位函数 n存在。 

3 退化位 T的唯一性 

文献[5]从三维涡流密度 J可以由二维矢量位函数 T来获得的观点出发，提出，退化位 

概念，即场域内另有一处处不为零的矢量场 w'在 内恒有 T·w=0，满足这一条件的矢量 

位 T称为退化位，w的方向则为 T的退化方向 我们将 w指定为只含某一坐标方向的矢量函 

数，这时 T就只有其它两个坐标分量，故可简化求解过程。 

对图 3所示的涡流问题，退化位 T满足下列方程 ’ 

v ×T= J in(()，∞ × l17) 

T·w ：0 in(0，T)× (18) 

T×lrl=0 on(0，T)×a辞 (19) 

文献[1]认为，满足式(t7)～ (19)的退化位 T不是唯一的，于是对 T又另加了两条约 

束。然而，下面的证明将告诉我们，满足式(17)～(19)的退化位 T本身就有唯一解。 

考虑刊 T只存在于导电媒质内，故 T的唯一性证明仅限于导电区。设另有一退化位 T 

同时满足方程(17)～ (19)，则有 v ×(T—T )=0和(T—T )．w=0，引人标量函数 ， 

且满足下列方程： 

T— ：一v v in(0，T) (2O) 

v ·w=0 in(0，T) (21) 

--∞n ∞(0， x a ‘7上) 

因为 

v ·( w)：v ·w+ V ·，．r-二2 - + V ·w= V · 

对上式两边取体积分，并应用高散斯度定理 ： 

J扩(蚴v·1．，(M)dv=$[扩(蚴w(蚴]·n d s J 
 ̂

其中 M ∈ ，在边界 上 为常数，可令其为零，因此上式右边的面积分为零，则有： 

l (M)v - M)d ：0 

因 w为任意矢量场，v ·w(M)在 上有界、连续的条件是容易满足的，且 扩在 上不变 

号，将积分中值定理应用于上式有 

J (蚴v·w(蚴d口：v·w(P)J (M)dv=0 

期 

f扩(M)dv=0 

其中 P∈ ．由于 非负，体积分为零，意味着被积函数 ：0，即 =0，于是有 v = 
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0。并由式(2。)得知 T= T’，至此满足方程(17)～ (19)的退化位 T有唯一解得证。 

标量位 n的唯一性已在许多文献中讨论过本文不再证明。 

4 结 论 

存在性与唯一性是位函数理论的基本内容，笔者从数学的角度，用线性函数空间理论证 

明了位函数 T、0不但存在，而且在函数空问它们与场函数 J、H有明确的对应关系 退化位 

的引入使寻求位函数唯一解的约束条件具有很大的灵活性，我们可以去寻找既能使同题简 

化，又能使解唯一的约束条件，而不必拘泥于规定矢量位函数的散度这种 方式来获得唯一 

解。 
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