
1999年 7月 

第22卷第4期 

重庆大学学报 (自然辑学版) 

Jovial d 0廿 釉1孵 U 邺 l (Nln蚰l Science Edition) 

Ⅷ 22 

Jul 1999 

文章编号：H)00 582x c 1999)04．0120—06 
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摘 要 ：研 究了单位圆内 P(0< P<+0。)缎亚纯函数涉及导数、重值及 小函 

数的Ha．noah方 向的存在性间题，证明了娄 鞋于平面上的亚纯函数辐角分布的结 

果。 
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0 引言及主要结果 
捅甬方节 

在 1979年顾永兴“1证明 I-layrmn的重要猜想 后，张庆德与杨乐 获得 ，相应的奇异 

方向，即 "HaylI,~lrl方向。随后对 mm 方向的研究又得到 ，一系列的结果 ～ ，其 中文[3】 

得到 下面的定理： 

定理A 设 为开平面上的亚纯函数，级人为有穷正数，则存在一条从原点出发的 

半直线 △：arg =o(o≤ 0<2Ⅱ)具有如下性质：对任意正数 ￡，任意正整数 k以及任意两 

个有穷复数 吗 6(6≠ 0)有 ： 

l壤 0I￡1 f Ⅱ)+， + {])( c’ 6)} 、 
—————————— 了———————一  

其中 +厂{1(r'0，c’， =6)表示在{≈ l< l arg 一0 l<￡}内_， (曲的级不大 
r 1 ] 

于 +4+I÷l的 值点数日。 
L  J  

文[6]得到 下述结果： 

定理 B 设 ，(曲如定理A所设， ( ，卢( 为两个级小于 ^的亚纯函数， ≠ 0， 

卢( 一a ( ≠0，则存在一条从原点出发的半直线△：argz=o(o≤ 0<2 )具有如下性 

质：对任意 ￡>0，任意正整数 屯有： 

收稿日期：J_999417．15 

作者简彳r：韩润生(1975．)，男．江 ：̂ ，重庆大学硕十研究生。 

http://www.cqvip.com


第 翌 卷弟 4期 韩澜生 等： 单位匐内亚纯函数的辐角舟布 121 

! ( )+ )( 日'E’， =口(z))} 
1cgr 

笔者的目的主要是把定理 A．B推广到单位网内，我们证明T： 

定理 1 设 『(2)为单位圆内 p(0< p<+co)级亚纯函数，则存在 o(o≤ 日<2 )使得 

对任意 E> o，任意两个单位圆内的级小于 P的亚纯函数 ( ， 2)， z)≠ 0
， ≠ 

( 及任意正整数 有 ： 

r．1 

( )+ ¨)( e，J± = )) 
1硝 r P 4-1 

定理2 设 如定理 1所设，则存在 0(0≤ 日<2 )，使得对任意 ￡>o，任意有穷复 

数 a，b(b≠ 0)及任意正整数 有： 

I

1i瑚 
r．】 

n)+t +[{])( e，J± =6)} 

1 定义及 几个引理 

1硝 r to+1 

为 厂证明以上的定理需要以下的一个定义及三个引理。 

定 义 设 2)为单位圆内 p(O< p<+oo)级亚纯函数
．称圆序列 n = ll z一 I< 

k{为 e 附近的to+I缓充满 圆序列，其中 = ．e吐，tim =I，( <1)，lim = 0(0≤ 
r ∞  一 ∞  

日<2 )且满足： 

1)记 hP,． z一 ；< 砜 {，对 V >0，j N 当 n≠ m≥ N后有 

'蛾 = 9 kI'n亡 }I z f< 1} 

2， ≤ ～ ，4

h

(1士--7",) ≥ 一≤ 

3)V e>o(o<e<P)，对充分大的 有，l(n，，：d)≥ ：( )#-E，d为任意 
复数，至多除去两个半径为e- 的球面小圆内的复数，记这两个球面除外圆为 S

， s ； 

一  z
＼

-

4 tI( ， = q)
． 

f 

4 — 工__ =P+ ， 为任意一列复数且不属于各自的除外小圆。 

引理 1 设 z)为单位圆内 e(o< P<+。。)缓亚纯函数 则 z)在 I zI：1上至 

少存在一个 Borel点 ； 

引理 2no 设 如引理 1所设
，c 为 『( 的一个ISarel点，则 曲在 e 点附近存在 

满足定义的 p+l缓充满圆序列。 
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定 义的充满圆序列与文[10]略有不同，但从它的证明中可以直接得到所要的结果 

引理 3 设 如 引理 1所设，啦( (t=1，2，3)为单位圆的三个级小于 P的互不 

相等的亚纯函数，则存在 o(o≤ 日<2 )使得对任意 e>0有： 

一 kg{∑ ( ￡’， 忱( )} 
— —  ¨  

2 定理 的 证 明 。 

定理 1的证 明： 

由引理 3，j岛(0≤ oo< 2 )满足 『理 3的要求，现证明这个方向A：argz= 0o具有定 

理要求的性质。反之，则存在 >0，正整数 及级小于 p的两个不恒等于 0的亚纯函数 

口( ， ， )≠ a㈨( ，使得当 r充分接近 1后有： r(0< r< P+1)，使得： 
， 1 ＼ 

[ f( oo， ，f=口( )+码 )( 0o， =卢( )<【 ) (1) 
令 g( = 一 ( ， = 一 ( 

则 窖( 仍为级为 p的亚纯函数，且方向△ ：argz= 0o仍为 g的 Bore1方向，于是由引理 2可 

知存在一列圆 = {l 一 I<  ̂}， = e 满足定理 1的要求，于是存在 确 使得当 m 

≥ 确 时有 64 c }I arg 一 岛 I< }且 64 n 64 = (，n≠ ，l≥ 柏 )． 

置 G(t)= ( = ( +64 t) 

则 N tl(I t I< 1，G．=0) ㈨ (I￡I< 1， = )= 

[n(64 ．，g=0)+m 4)](64 ．， = ) 

置 =t l， )十 l，圭)，则由B0Ll 一( }『理存在一组个数不超过 的圆 
( )，其直径之和不超过 使得当 ￡缶 ( )有 ： 

II -L  ≤ (4(}96) (3) 

≤ ( ) (kg ) ‘ 

令 = +64k(￡)，则由 PoissionJensen公式可得： 

kg I (t)I=l哩 I ( I= log (Rc ) =‘ I 
+I zI!一2RI I o0s( 

l粕 l+ 端 f ㈣ 
由(5)还可得： 

=  

尚  烈 + 一 
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(6) 

卜 - 禹  一尚 _j十 
一  ] ㈣ 

再令 。= 十64 “；gee a表示 的零点和极点，r表示 (f)的零点和极点，则当 

lf≤ 1
， f在 (n)时，由(3)～ (7)，并取 R= +65k，经过简单计算有： 

1 l (t)I≤(， (R )+，z(R ̈ (1 去+l +l删)96 e)+ 

去[ R )+ R， )] (8) 

此外l ：=J _．64 '自( )式经过计算有： 
l j ~ 128[ < R + 

[ 《R )+ R' )](64+1og2+l e) 

再根据l( l( 64KlB( 
f ．42 56 F~( )+舢 + 

[}l( 【R )](64+ +Iog4096e) 

H= [ R + R，专 +1]+-oo[ R， +(R，{)] 
则由(8)～ (10)可得： 

1。窖l (t)l I≤ logH 

f l≤ H 

l ≤j I+ l丽 I l丽 j 。丽  增川 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

所以在 l t l≤1内【6]中引理3的要求全部满足。由【6]引理3，存在点 及 ，l l< 

卜  

一p  

11 一 一 
一 

R  r／ 

●  
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盖，l矗l<矗，其中 到 (￡)在l￡ ≤l中零点距离全大于面 i_ 1_0 面 面， 

使得对一切复数 ， 有 ： 

， (击， = )≤A{(N．+ 一十log／-／)[1~ 2)] 

H+ log 南 + 而 } (14) 
其中 N．： N， ： 

于是 

，l( ，g： Ⅱ)≤ ((N．+ 十 脚[If螭(N．+ ．+2)]。+ 

logH+l 南 +1一 1， } (15) 
其中，z ： +64h ．， 到64 外 g的零点距离大于 h ，到 64 内零点距离大于 

64 

1。‘0 。2。。。4。。。(。。。N 。。。,。。。。+‘’ 。。。1。。0。。。2。。4。。 1。‘~。。g。 — H——) 

由1％iss IJe∞en公式及 ，h 是定义并注意到 的级为 P'经过计算可褥： 

l 南 ≤ (16) 
由H的定义并顾及 —R≥ )1- 4 ~65]

j≥ 可得 

H≤ { Co<r <P+1) · (17) 
将(16)、(17)代入(15)可得： 

n( ，g= Ⅱ)≤ 

K“ + + i_ ) )[1og( + +2)12+bg T_ } (18) 
于是至多除去一个球面半径为e一 的球面小圜 后对任意 ‰每( U S U )有： 

( ，g= )≤K{c +N ．+ r ) )【 + +2)] + 

( (P<r <P+1) (19j 

．

_

． 妻 ，s： )≤K{誊( + +( ) )[1 + +z)r} (2o) 

叉 ∑ ：∑【n( ，，： ( )十 ( ，， 曲]< 
一 l 一 I 

( ) CO<r<⋯) (21) 
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窨k a nt" < c 刈 一 。。，<( c丝， 
且 ， ≤(k)g ‘ (23) 

将(21)、(22)、(23)代入(20)最终可得： 

，r( ， =吗)≤ 1 J ({)< <P+1) (24) 

又j吗}不属于充满厕的各自的除外小圈，由(24)可知与1I1，{为 的 P+1级充满圃矛 

盾 ! 

定理 1证毕。 

利用[9]中的定理 1及3中引理 1，类似地我们可证明定理2． 
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Distribution of~ ents 

of Merormrphic Function in the Umt Circle 
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ABSTRACT：In出is paper" sKidythe existence p~Solem 0f "Hayrmn direcdon 0fmerazr~hic 

fimctionwith∞kr P(O< P<03)concerning derivatives，rrztltiple~-alues and nU fmctiorrs in thc 

unit circlemad pr0ve 吐led佻 which are~'nilariDthe resultsinthe plane． 
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