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公差设计中敏度系数的张量求法’ 

张 根 保 ，徐 宗 俊 

(1．重庆大学 自动化学院．重庆 40()044；2．重庆大学 机械工程学院) 

摘 要：把张量相关概念；I入计算机辅助岱差设计的研究中，导出显台约柬、 

具有普遍意义的敏度系数求取方法。结果在任何坐标系下具有不变形式；概念清 

计； 量 札被卢 关键词：竺兰堡 ；壁蕉墨垫；堕 0 孰_／即 。 凹U 
中图分类号：TG 801；TG 802 文献标识码 ：A 

l 问题的提 出 

计算机辅助公差设计是科学的公差设计方法。为此，文[1]提出一种描述机械产品装配 

拓扑关系的有向功能关系图(Ck~q,}--Oriented Funeficmal Relationship Graph)模型。井指出：在 

产品设计阶段，建立产品的功能精度方程是公差设计的重要步骤。功能精度方程表示零部 

件误差与产品输出误差之问的关系。一般形式为 ： 

= 毛冯，是趣，⋯，暑王．) 

其中 r 产品输出特性误差 ； 

∈．—— 第 t个公差的灵敏度系数； 

z — — 影响产品输出特性的第 个误差。 

由此可见：建立功能精度方程的重点首先是确定 }和 置、笔者在文[1]基础上建立起 r 

产 品拓扑与几何描述有机结合的产品系统模型 ]，井提出 ．r一套识别 五的代数方法 。如何 

由此模型求取 }成为计算机辅助建立功能精度方程的关键。 

现有求取 ￡的方法和公式多采用直角坐标系为参考标架，不便于实际零部件间运动、 

变化关系的描述与分析，更难用于描述、分析具有复 杂曲面的零部件问的运动、变化。且其形 

式与坐标系的选取有关，使人对其物理实质不易辨认。故很难形成由零部件几何量组成的、 

具有普遍意义的求取 的具体公式。 

笔者引人张量概念，运用张量分析方法，推得用张量描述零部件间相关量变 及相互关 

系表达式。它既可用于直角坐标系，也可用于斜坐标系、曲线坐标系。且在任何坐标系下具有 
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不变形式。其方法不仅可用于杆件间变化的描述与分析，也可用于复杂曲面变化(例如锥齿 

轮、蜗轮、蜗杆等)的描述和分析。由此可推得求取 毫的具体公式，避免求解高维方程组、矩 

阵求逆运算。其意义不仅在于解决 计算机辅助功能精度方程的建立问题 ；唰时，对加工精 

度方程的建立、形位公差的研究都会有借鉴作用。 

2 敏度系数 8的张量求取方法 

2．1 两类重要张量 
由张量定义可知，向量是一阶张量。对三维空问一标架 d[0；e．， ， ]，向量 v根据 

Einstein规约可表为： 

v= C’e． (1) 

则称 为空间的一协变标架，相应地空间存在另一标架 O； ，e ， ]．且： 

e =耐 (2) 

=  主： ㈤ 
世称为 Krmaecker记号。 

称为一阶逆变张量的分量。相应地 称为一阶协变张量的分量(v= ) 

对空间另一向量 ∞= e ．则内积 

·∞= e (4) 

定义 = e ，则有 = ，且(4)式写为： 

v·∞ = ‰1， (5) 

‰ 称为二阶协变张量(度量张量)的分量 

因(5)式为正定二次形故有： 

r辑 两： 辑 ] 

g鱼 detl岛 如 如 l>0 

l岛 墩 ‰J 

则基矢三重积[e ，e!．屯]= 、 ，称为度量因子。 

对称矩阵 

r岛 岛2 岛，] 

G尘 l岛 岛 l 

l岛 如 捣J 
其逆阵 

r gL ] 

G- 垒 l l 

L J 

则 甄 =砖， 称为二阶逆变张量的分量。 

2．2 标架的选取 

公差设计是在原理设计与参数设计之后进行的一项重要设计工作。由于零(部)件的多 
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样性及几何描违的复杂性，使得参考标架的选取变得甚为重要。它一方面可充分利用参数设 

计的现有数据，另一方面可简化相关量的描连。在有向功能关系图⋯ 的各顶点选取 一参考 

标架，其原点与标架类型根据具体问题确定。如原点选在接触点(线、点)上；标架可选斜标 

架或曲线标架。这样将极大增加描述手段的灵活性，扩大方法的适用范周，更好地体现具体 

问题的特征。便于研究、计算。 

在各标架下捕述相关量．用一指定标架来统一计算结果．这样将使相关量描述简单，计 

算结果统一，便于使用。 

2．3 一腧张量变分公式 

以下0、K表示标架序号，̂ 、p、̂ 、』等为张量的分量序号，取值为 l，2，3． 

设空问 V的两个参考标架 嘞[O： ， ， 3]， [ ；e + ，C3 ]．一阶张量 ^∈、 下 

表示为： 

^ ： 《 

则 的变分在 下的坐标表示为： 

(机 )． = G执 + 酗  (6) 

其中： 

( ) 尘 (( ) ，【 ) ，(机 ) 

式中 茁 为 ^在 呸下的伸缩变分张量； 

8矿 为 在 下的旋转角位移张量； 

C 鱼 diag( ， ， )伸缩约束矩阵； 

童 diag( ， ， )旋转约束矩阵； 

为 的度量张量； 

G 鱼(以e：) ，为 ， 的联接矩阵； 

r(J 墨 一瑶] 

喜卜墨 0 墨1为旋转因子矩阵； l
瑶 一墨 o j 

为 的度量因子。 

2．4 链路方程的变纷公式 

尺寸链及误差传动链方程统称为链路方程，它表征 r产 (零部件)各相关量(尺寸)与 

其输出特性(功能特征)的拓扑与几何关系。在选定的标架下链路方程的各项均以一阶张量 

形式出现。设下式为一链路方程： 

其中， 为产 (零部件)的输出特性 ，̂ 为产晶(零部件)各相关量。 ， 取 +l或 一1， 

为相应的拓扑信息 一1为产品(零部件)与 相关量的个数。对上式求变分则 

’r1 

8机 ： > s~Sr, 

指定一标架 为系统参考标架，由公式(6)上式可写为坐标形式： 
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(机)。： Z＼、 ( G弧 十 ’G__ (7)
．d 

Xek~ ) 

(7)式即为链路方程的变分公式。由此式可求得链路上任一相关量的误差对产描输出 

特性的影响。 

3 一阶张量变分公式(6)的推导 

3．1 推导 

在 2．3的已知条件下，一阶张量 表为： 

= 磺 

则 =蹦 e：+ 碱 = e +磺 《 

若设 e：．e：：( 为常数，则8武 ： 蹴 ：一a 为二阶反对称张量的分量。 

故 机 =积 +磺a 《+ a矗e ：积 +磺a也《一 屯e 

因 h≠ P故可令 hP： ，h： ，P= ，则： 

机 = 勰 e +垃＆蠢ej一砷 蹴 e 

上式二、三项重排则 

= +(碴醚 一 娃 )e (8) 

而 机 =础 +(垃 一砖&《)曲 

机 =躐 +(砬 一砖 )& (9) 

由(8)可知，机 是 的函数，随 跫 变化而变化故空间V存在一向量场，称为位移场 

． 

因 

则 

(10)代人(8)则 

e：eI=曲 

e ：e： = 血 (10) 

机：( +碴畦 一艘& )曲=(机) 

其中 ( )～： 血 +碴哒 一砖嗽 (1D 

由向量场旋度的定 义得 ： 

fot ：— ( (机 ) —a． (机 ) )e 
√凰 ‘ 。 

由(11)求得： 

机 吒 2 e 

其中 舰 为 ^绕 的角位移。 

故得 = 溉 

(12)代人(9)： 

= 勰观 + (碴 一砖 曲 )劝 

(12) 

(13) 
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(13)写为矩阵形式即得(未考虑约束)(6)式。 

3．2 链路联接矩阵 G 的求取公式 

令 i ，k，⋯， ，⋯， 为一链路的顶点序号，h， 点标架间的联接矩阵可按下式求 

取 ： 

G、 G、 G G ‘G 岱 (14) 

其中：G 为 i号顶点标架的度量矩阵
， 为相邻顶点问两标架的联接矩阵。 

4 实 例 

图 1为一曲柄连杆机构简图。应用公式(7)求曲柄 f 连杆 AB以及滑块导路偏置 013 

等尺寸误差引起的机构 B B的误差 。0A的倾角 8保持不变
。 

解 ：1·首先建立机构标架体系如图 2
． 其中标架[O； ， ]与标架 [O；q ， ]重台

， 

％ 目̈， = e 标架均为单位标架。 

A 

图 l 曲柄连杆机构 图 2 机构全局及局部标架 

2．各尺寸的向量描述。 

= 0 ‘岛I+ n I2 = +0 ·衄  

r’= +O ·纽 = 0· 日l】 

3 各标架的度量矩阵及联接矩阵。 

q = 
川  ’] 

E j =[ ] ： 
4．应用公式(7)求机构位置误差 

易得本例的链路方程为： 

则 

1)曲柄长度 ( 不精确 

= + 一 

= + 一 (16) 

条件 =0，A = A，=0，G =(】
， A1= ，(16)式表示为： 

G瞩 = G『l cl隅 + ； A 鹕 (17) 

代人 已知得： 
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整理得： 

解得 

结果 

㈥豳一『 圈=巴 

： r删2sln&．幢]= 

[ 础]T 一 TI ooa ～ 
2)连杆长度 AB不精确 

条件 矾 ：。，A3= A =。，G =【)G = = G， = J1 

础] =[ 扣 ] 
3)导路置 OB 存在误差 ● 

条件 =(}1 G = =(}1 G)= ，A2= ， =() 

l 
综合 1)、2)、3)机构位置误差可表示为： 

机 = = + 她 堪62 

其中 竺 ， ，一tg 即为需求的敏度系数。 

5 姑 静  

综上所述，本文所得公式(7)有如下特征。 

1)与现有的用线性变换描述零部件间相关量运动变化及相互关系不同，公式(7)用张 

量描述其运动变化及相互关系。使其在任何坐标系下具有不变形式，反映 厂零部件间相关量 

变化的规律，是对问题本质的描述。由于其几何、物理意义明确，故可由此推导出求取 ∈，的 

具体公式，避免高阶方程组求解及矩阵求逆运算。 

2)由于张量既可描述零部件的尺寸、形状变化及相互关系，又可描述其表面积、体积； 

运动速度、加速度、张力、应变等多种几何、物理量。加之张量分析是微分几何、黎曼几何、运 

动学、力学、弹性力学、塑性力学 、流体力学、电磁学、相对论研究所用的主要方法和工具。故 

把张量引入公差设计研究中可描述出产品几乎所有的输出特性，并且可把产 品中各零部件 

的几何变形；各机构的位置误差、速度、加速度误差、动力学误差的描述和分析统一到一个理 

论体系之下。 
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3)公式(7)集产品(零部件)拓扑、几何、约束信息于一体，较完整反映出产品(零部件) 

各相关量对产品输出特性的影响。它是求取产牖(零部件)功能误差及敏度 系数的系统方 

法 。 

4)运用公式(7)所需的数据可由参数设计结果直接得到，或通过公式(14)求得。 

5)运用公式(7)的一个关键步骤是建立链路的各标架。由于公式(7)在任何标架下都具 

有不变形式，故按张量分析一般的方法，针对零部件上具有曲面、曲线及各种复杂相互关系 

选取最适宜采用的标架。这就极大增加 ，公式的灵活性与适用范周。同时也 为更多数学概 

念、方法的引入 ；解决计算机辅助公差设计中形位公差问题打下 j，基础。 

6)公式(7)为误差坐标的矩阵式，形式 定，便于计算机实现。笔者仍在对公式(7)作深 

入分析，已得出求 e的一些具体公式。 
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