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摘 要：基于一阶有限元法，运用有限元的外推理论，对用有限元外推法计算 

波导问题的本征值进行 7探讨。算例表明这种方法算法简单且具有高精度性。 
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在微波理论和技术中．波导本征值问题是最基本的问题之一，一方面，各种波导中不同 

模式的场型分析和传输特性的研究直接和该问题相关，另一方面，程多微波部件和系统的分 

析、综合和最优化设计又往往 以该问题的求解为基础。 

对于波导问题，我们可以将其简化归纳为对平面域的亥姆霍兹方程的求解。而对亥姆 

霍兹方程的数值求解方法中，有限元法又 以其方法的灵活性，获得 了_极大的重视，并得到 r 

充分的应用。 

由于有限元法本身的不足，使得在一定剖分单元情况下，用线性有限元法计算电磁场问 

题时要提高精度较为困难。基于有限元外推插值法在计算线性 以及非线性电磁场场量问题 

中的成功应用“ ，笔者尝试运用有限元 的外推理论，讨论 r一种计算波导本征值问题的高 

精度方法，即用有限元外推法计算波导本征值，并运用该方法在一些波导的本征值求解方 

面，做 了_一些有益的工作，取得 l『一定的成果。 

1 数 学基础 

考虑如下定解问题： 

』一△” h ∈n (1) 
l n = 0 

其中 n是边界分段光滑的二维有界域，“为平方可积，且本征值 是简单的。显然，式(1)的 

等价变分形式为： 

』求 ∈、 ，“∈H‘ ，使 ． (2) l (
地 )= k( ) V ∈ 矗(C-) 

其中，。(·，·)是定义在 玮(G)上的对称、连续的双线性形式，《·，·)是 中的内积。 
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式(2)的有限元近似表述为： 

f求 E ， E ，使 
1 I 
a(“ ，曲 ： ．(‰， ) ∈ 

其等价算子形式为： 一 

f K地 = ． 

【 “ ， )=1 

令 E：R 为 S．上的Ritz投影，K =E1'K'那 

么：l k— —O( )，ll u一 ll：‘l( ) 

若剖分 为 的加密，即 各小三角形 

由 的三角形的三边中点相连构成(见图 1)，且 

记加密后对应的有限元解为 №，“ ，则有 ： 

定理1 设剖分是强正规的，又设 为式(1) 

的简单本 征值，相应 的 规格 化本征 函数 “E 固 1 网格细分示意图 

(n)，则率征值外推估计为： 。二3(4k~ 一k) 0( ) 

定理 2 在定理 1的假设下，本征函数 的节点上的外推值有估计 

1 ， 

M  专(4 一‰) 0( lnh) 
详细的证明见文献[3，4]． 

2 波导场的有限元方程及波导表征值求解 

2 

(3) 

(4) 

2．1 有限元方程 

当波在任意截面的波导中传播时，可以将其中传播的电磁波分为1M波和TE波。若取 “ 

表示场的纵向分量，则无论是'IM 波还是 TE波，函数 “均满足亥姆霍兹方程 ： 
1， 12 

+ + = 0 a ’a 。 一 

但是对不『司波型有不『刊的边界条件：对11三波， 07 =0，对 波 “{ n= ，a0代表
,

0 
， an 

波导截面的边界线。 

选用三角形剖分单元进行线性插值，经过离散分析，可得计算波导场的有限元方程为： 

[K][“]： 蒂[Tl[“] 

其中： 

』K 单元埒 j 
【K 菇 琏 l 菇 算鱼的单元 曲 算是的单元 
K = 峰 ： 1( 6 cr ) ( s： 

， ， "L) ’ 

： E=皂(-+赴) ( s= j， ”) =( ： 
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K．，K， ， 均为单元分析得到的计算系数。 

波导场的有限元方程是一个广义本征值问题，且其系数矩阵[K]是对称矩阵 

[T]是对称正定矩阵。 

2．2 广义本征值问题的求解 ： 

对于广义本征值问题} AX= k／SX 

其中 A是对称矩阵，B是对称正定矩阵。 

系数矩阵 

(5) 

先将矩阵 B作三角分解： B= Ⅱ 、 

其中 L为下三角矩阵。将它代人式(5)并整理，得 ： 

[r A(L- ) ](r XJ= (rX) 

令： rX= Y P= L A(L- ) 

则式(5)的广义本征值问题转化为一般本征值问题 ： n，= kY 

且其本征值不变，而本征函数可通过反变换求得。 

2．3 有限元外推法计算波导本征值 

设某波导在粗三角剖分单元情形下用有限元法计算得到的本征值为 ，随后在此粗剖 

分基础上加密剖分一次，此时再由有限元法计算得到的本征值为 ：，则根据定理 l，此波导 

的本征值可由外推 ={(4岛 一k，．)获得更精确的解。 

3 算例及分析 

为了检验文中所提出的方法，笔者着重计算分析 r具有解析解的矩形波导的一些模式 

波的本征值”]，并对一些没有解析解、横截面形状特殊 的波导进行 了计算。 

3．1 计算波导 rE波的情形 

设待求矩形波导尺寸为(。×6)=231TITt×10i?iin．有限元粗剖分为20个节点数 ，24个 

单元，加密剖分后为 63个节点，96个单元。表 1给出 『{十算出的该波导的几个本征值对应的 

截止波长及误差。 

表 1 矩形波导 TE波截止波长的比较 mm 

我们还对如图2中的脊形和图3的十字形波导主模本征值Ⅲ进行 r计算，其对应的截 

止波长结果见表 2． 

3．2 "IM波的情形 

待计算的矩形波导尺寸为23 i?iin×10 rnrn．有限元粗剖分为25个节点数，32个单元，加 

密剖分后为 81个节点，128个单元。表 3给出 r计算 出的该波导的几个本征值对应的截止波 

长。 
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脊形 = ^ 鸫。 A L 30 4 9
_ ．6．98 27．鹅  9．28．18 28．37 

B = 马 =1．333 5 岛 =0 635 

4 结 论 

从有限元外推法计算波导本征值问题的本征值的计算公式，以及 以上波导场的各模式 

TE和"IM波截止波长的计算结果的分析可看出，用有限元外推法来提高求解波导场某一模 

式波截止波长的计算精度是完全可行的，体现 了在一定的计算精度下这种方法具有节省计 

算量和较少内存占用量的特点，以及在一定的剖分单元下，通过简单的代数运算，便可较大 

的提高数值计算的精度。同时，它实施过程简单，编程方便，易于为人们所掌握，是一种具有 

推广应用价值的方法。 
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