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摘 要：提出一种用于强非鲮性系统求解的方法—— 颊闪一谐波平衡法。利 

用设方法可求出广泛的一类强非线性系统主共振解及次谙共振解存在 的条件并能 

从相关公式知道系统的基本参数对系统特性的影响，可寿避免共振提供理论依据， 

同时可通过相关公式的引导来调节系统的基本参数从而改变系统特性。额闪一谐 

波平衡法与计算机数字仿真计算结果比较表 明，额 一谐波平衡法在定性方面是 

正确的，在定量方面，精度可以满足工程要求。 
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iV~ skv提出的频闪法是求解弱非线性振动的有效方法之一 1，文献[2]提 出的一种新 

频闪法为求解广泛一娄强非线性系统提供了新方法。文献[3]用此新频闪法研究 r古有项 

强非线性系统的主共振及次谐共振，此方法原则上适用于任意阶强非线性振动系统，但是在 

实际应用中对具有更高阶项的强非线性振动系统则遇到了积分计算问题，由此限制 r这种 

方法用于高阶强非线性振动系统的研究。为 _『解决积分计算的困扰，笔者提出一种新方法 
一 频闪一谐波平衡法 

1 频 闪．谐波平衡法 

+Q(4五 t)= Pcos (1) 

其中，M为系统质量，P为激励力幅值， 为激励 圆频率，Q为弹性恢复力和阻尼力。为 丁研 

究方便，将式(1)改写为： 

主4-g( =  ̂ t) 

其中， 为任意非线性函数， 主，t)为时间的周期函数．e为正小参数 

说驯问题，令式(2)中的 g(o72)为 项的函数 ： 

茸( )= K 】 4-K 3 +K 5 +K +K 

‘五f)=一 +deos 

(2) 

为位移。为 r 

(3) 

(4) 
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式中，K ．： K~／M,K 3= 蚝／ K'5=／~／M,K = g~／M,K'9= K／M 

当 E=0时，可解得式(2)的派生解为： 

r= 一岛 警 p· l+ 

式中： 声=／K +寻K i !+导K 十 35̂, +诼63 K 。 
= 等 +等 + + s 

‘=鲁 +未K +I~0K" ‘=篙 +而3 
=  

当 e≠ o时，式(2)的解为： 

： recs0+6+叫 (7●+￡2墨(r)+⋯ 

dr
=  (，●+ (r)+⋯ 

dO
：  (r'日)+￡电(n垂)= ( +⋯ 

式中 r( ，甜，f)= 十 (ro ，oo"，t)十E2 ( ，0o"，f)十⋯ 

日(,-o，oo"，t)= ( ，oo"，t)十￡B(， ， ，t)+E2 ( ，0 ，t)+ 

A( ， ) 

宰 

z + 岛 

s +A(2Ct~+ )sin2 0oId0o 
[g(一ro +6( ))一 re ．+6( ))]／ 

(5j 

【6) 

(7) 

(8) 

(q) 

(1o) 

(11) 

(12) 

fl3) 

吗( 岛)一志  n岛+A 2 岛 
g ( c。s岛+6( )sln0o]d (14) 

式中 re ．， 为初 始值，f= ro c。s岛 + 6(ro )，一 sin0,．，￡(re‘
． ， ， 岛))，岛 = 

( ， )． 

( ，甜 ，t) 

A(,-o， )t 

d I +吗ja 

(15) 

(16) 

设频闪时问间隔为 T： t ，其中 为 如 = ro ∞s +6(ro )的周期，， 为正整数 于 

是有 岛(， ， ，T)一岛( ， ，0)=0据此，由式(10)、(11)和(16)得 ： 

A 。=r( ，甜，T)一r(， ， ，f】)=eA( ，oo"，了)T 
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A日= 日( ，甜 ，曰 0(， ，日 cl J= ￡目(1i ， ，1] ’ 

々 △一 f 则上式化为： 

1999 电  

(17) 

：= A( ，昂)， !=_T1 ( ， 、 ) cl引 
这就是对应 j一式(2)的 闪差分方程，即式(2)在Point 平面上以 、为周期的点变换方程 

蛔 充分小 础可令 △r=d r，△r= j △0 1 此外，式t18)中的 ．：， 虽为初始值但却 

可以是平面上任 点( o)，于是式(18)_口J写发： 

= 扣 棚 (19) 
此式就是对应于式(2)的频阏方程。如果式(19)存在一稳定一次奇点(，i ，爵)，则在此奇点 

e邻域内必存在 点( ， )，使式(2)以此点为初始的解为稳定周期解，周期为 丁’其一·次近 

似表达式为： 

=7一 cx3s(日．+以 )+ r )+ q )= 

r COS a1一D(，一 )_}e[一7一 sin目．十 I'I(7一 )] (20) 

在非线性振动系统中，为 r求出系统的各次谐共振群，必须考虑式(s)中各次谐波 的影 

啊．对式(12) 【13)、(14)中的积分项 l Jsin d 进行变换得： 

1 岛訾d f，1) 
为求式(2)的各次谐共振，令 = (1ib．! )fi,其中 m、 为互质整数。于是有 ： 

』fsin 60：粤 ： 7 "7 4,sin国紧(1lj． 

吾咖 fsin in d (22) 
在非线性振动系统中，当系统受到周期性外力作用的情况下，有可能产生三类运动，非共振 

运动， 振运动，由非共振运动到共振运动的过渡过程，H1．嘛惑运动。对于共振运动来说，有 

三类：1)Ⅲ= n即 -． A这是通常所说的共振，称为主共振；2) =I， = 琥 产串泛音 

共振，当 m为奇数时，产生次谐波共振；3)” =1， = 当 f为奇数时，产生超谐波共 

振。将幂级数形式的 d 4,／d￡代人式(22)，并计算该式在 0～27区间的定积分，可以得出结 

论：只有当 ”=1'Jf一 ±l，=3，±5，⋯ 时才可能得到式(2)的周期解，并且式(2)只可能产 

生主共振解和次谐波共振解 由前面推导可知，式(2)有周期解时，第一个频闪方程d,-／d r 

A( 0)：0，于是由02)和(22)式，冉令 = ，m= ，3，5，⋯，可求得(2)存在主共振解、 
⋯

， 与 d， 应满足的关系式为： 

r， ] 
,ura『w- 亏 { 

一  (23) 

式中N 。。J， 。。一寿，-N [( ‘+‘k+̂ )( + + )] 
。 。 [(2 ‘ 4 b k 2 4 k 一 
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( 十2 + ‘+2 ‘&+‘ 十2 r 一2‘ +2 《)] 

=  [ ￡～{ ‘ 言 i3 !‘+ +{ 9 E k+； ；‘ 

3 E～了3 ‘t 3 E 百3 ‘+而3 吉 + ‘ 
旦8 - 岛+ 3 厶 3 岛 ￡ +导 《 百3 岛+ 3 《一 3 ‘《+ 

3 3‘ 《+言《 k +未《] (24) 
由式(12)～ (14)可算得 山 =0，然而要在算得 岛 后由式(16)算得 ，则会由于积分 函数繁 

复l而难以进行 在这种情况下，用以下方法来求 中】，从而求得 ： 

由式(14)可推得 ： 

圭 + 暑 岛+ 面 n2岛： 
一 sin oo～ n c0s∽  (25 J 

由谐波平衡法，有 

1( ， )+ 、Z
--  
~ ．s1r也i日1 f26) 

= 1，m = 1时，有方程 组： 

[ ]； = {6．} i， =1，2，3，{； ：2j ( ) 

其中 Si= [ S S S]，[‰]为： 

L= [61+2鸸1+ d31，Ⅱl2==～d1 4[ +(k，＆l3= dl3+6[ 十c ， 

d = 十8[ + ， 一 d +2(2也l一( )1 如 ， 

=  

( l十dl3)十4(d21十如 )+([毛L十凼3)， 

= ～ ( 十 )+6(( 十出 )+(妇 +( )， 

％ =～(d̈ + dj5)+8([ 十c )+(如 +[ )， 

a3t： (dl3+dl )+6(如 +[ )十([k +也 )， 

～  +2(出一十 )+ [ ，咄 = (di】+ dl5)十6(cj!L+ 如 )十(c 1+ (k)， 

6124： d +8如 + ，a =～(dl ～[‘!)十2(如 +( )十( 如 + )， 

=～(dl5 dl L)+4([之1+如 )十(～ I J， 3= l2[ ， =一 L+8( [ 

6．}为： 

2盹± [J (2 ～ )+ 1(2 一 ] 

如 一 z胁  + 

而1(～2 c 如)t 1 (一2 南～ )] 

：一2 ±掣 
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1 
( +2 )+ 一 c 一2 

也 腩 [ 

南(矗+2南一 )+ (一 +2南 

一

- &+ 2／6-
一

／6
，

如 =丁--／6+2&
， =

二 
， 

=  ，
如 =量 

如： ，幽=喜，如=告 = ，南 ＆‘+ k 

k：之+ + 如=&‘+ ck=粤+ +‘ 

萼， ： ：菩 ：警+ + + 

萼+ + + + +警+ + 
： +警+ + + + +警+ 

如 ：善+ + + +挚+ +警+ 
： 争+ + + + + +警 
： + + + + + 

： 善+ + + + 
： + + + c驾) 

通过求解以上 四元一次线性方程组 可求得 S，sl，S，S．在此基础上根据 式(8)～ 

(1I)中 蛾 与 ol的关系和式(26)～ (28)可得 =1，，n= 1时 

q= [ c0s2 +1]+ [。0s4 一1]+ 

“ 川 + 础  1] (29) 

在 上工作的基础上，便可根据系统周期解的一次表达式(2O)，得各种情况下的解析解 ： 

m =L时，系统的锯析解 为： 

[：+f n[ 一断 01∞s ) (30) 
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式中 B为式(29)． 

以上各式中上排符号对应正 盯 、下排符号对应负 ．由频闰方程奇点的稳定性可知， 

取正值时对应的解是稳定的。以上各式中的 值由下式计算 ： 

K +蔷K ro 6+詈K +寻K 3 +K 一 =0 【31) 
本文同时采用 了，公式法和数值法(牛顿 撒网格法) ‘ 来求解 ，比较表 明后者较好。 

2 近似解析解与数值仿真解的结果比较 

为了说明频闪 一谐波平衡法的正确性和精度，笔者用一个简单例子和一个工程实例进 

行计算，同时与相应的数值仿真计算 ’ 作比较。 

简单例子 ：芏+3 一3 + 一2 + ：0．1(一2．03059~十3cost) (32) 

解析解为： 
r  

=1 485717sin￡一0．1×1．4~；717I 

O．【xj3158 
6 (一ccs6t十1)+ 

对应的曲线圈如图 l所示。 

1 

墨。 
埋 

争! 
掣

一 1 

0 08o982 

2 

0．122812 

8 

方  ̂ ，1 J 
『21 f、 f 【 J 
1 J 、 ， I f 
I ， 1 』 、 f 
I ， J 、， 
、 l， V 

2 

i 1． 
0 

量一0 
一 L 

一  

一 2 

0 050略 8 

d 

Z 

，、 

r 、 J 

f 、 J I I ， ' ， I ， 
、 ， 、 ， 

、 ， 、 ， 

， 、 ， 

、 l f 

J 

随时间变化的角度 ／( 】 随时间坐化的角度 ／( 

(33) 

图 l 主共振解曲线比较 图 2 主共振解 曲线 比较 

工程实例：具有非线性迟滞特性元件振动系统在简谐激励下，其系统方程为： 

+ K l + K 3 十K 5 +K 西 十K 9 = Et一 + 8cos ) (34) 

K 。= ／M K ，=N／／vI,K = ／ K = ／眦 K = ／M；K， ， ， ， 

见[6]中式(9)，￡=0．1，M =10， =8 1837／M 8：1．26(1429，P= EMa，M为系统 

质量，P为激励力幅值， 为激励圆频率。 

=2时，解析解为： 

： 2sin 一0．1×2f (越 H 1)+ ( 一1)+ 

(一COS6 1)+ (瑚 ]cc，s ￡ (35) 
对应的曲线图如图2所示。 
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从图 1、图2中可看到简单例子和工程实例的解析解曲线 1和数字仿真解 曲线 2重合性 

均较好，在振幅与相位上误差都较小。 

3 结语 

在研究前人求解强非线性系统响应的基础上，针对响应求解的实际需要，分析 r文献 

[2]方法的优点和不足，提出频闪 一谐波平衡法，用于求解一类强非线性系统稳态啊应的近 

似解析解。该方法的优点是 ：从有关公式可以一 目了．然地知道系统的基本参数对系统特性的 

影响，缸由式(5)可以知道系统的固有频率 是动刚度、振幅、系统质量的函数。改变这些摹 

本参数，可以政变系统特性，因此用这一方法对具有强非线性特性系统的动力学设计是十分 

有利的：求出的一娄强非线性系统主共振解和次谐共振存在的条件，可为避免共振提供 r理 

它依据。将频闪 一谐波平衡法和数字仿真所得结果进行 比较，表明求得的共振解在定性方面 

是正确的，在定量方面精度可以满足工程要求。 
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