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工程信号的小波时 一频分析方法’ 

⋯ 讨 Jl, 妻 ⋯ tj 摘要：讨论了如何采用 波变换对工程信号进行时 颓分析的方珐，给 
关键词：信号处理 ／小波分析； 
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小波变换最大的特点是可同时提供信号在时 频两域上的局部化信息。若对一工程信 

号进行小波变换，通过在某一时刻及其邻域观察信号的小波变换在各尺度上的表现，就可 r 

解信号在该时段上所含频率成分的信息。小波变换同时具有一个时窗和一个频窗。共同在 

时 频相平面上形成一个时 一频窗。随着尺度的变化，时 频窗的位置及形状，即窗心的位 

置及窗宽的大小都产生相应的变化，所以小波变换对信号具有适应性或聚焦功能。通常小 

波是以滤波器系数的形式给出的，这时工程信号的小波变换是采用递推计算公式计算的。 

在这种情况下若要进行工程信号的小波时一频分析，需要解决两个问题：1)需要根据滤波 

器系数求出小波的时问特性、频率特性 以及与时 频分析至关重要 的两对参数 ：时、频窗心。 

时、频窗宽。2)应该在频率坐标上既标出尺度又给出该尺度所对应 的频窗心位置及频带的 

大小。笔者就此进行了研究。 

1 小波 变换的工程意 义 

从频域角度阐述小波变换的工程意义。 

1．1 带通与低通滤波器 

^  

二进小波坝￡)是允许小波，它满足允许条件[ ：f d <o。，该条件蕴涵 
上 。 

(O)=0．这说明 坝 ￡)本质上是一个带通滤波器。二进小波函数还是一个双窗函数。设 

州 ￡)的正频窗心为 ，频窗宽为△ ，若对正半频率轴进行二进剐分，不失一般性，设 m．= 

3△争，此时 哪 (J∈z)的频窗中心是(0，(3／2‘)△ )，频窗宽为(2一 △t，2州△ ]，则整个正半 

频轴被划分成互不相交的部分 
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(0，oc)=tO(2 △ ，2一 △ ] (1 J 

由此可看出，当尺度 j增大时，二进小波的伸缩 的频窗心 ／2 以2 速率向低频方向移 

动，同时窗宽△ 2 以2 速率变窄。因此，当J取1到 +o。时则可得到无限个带通滤波器作 

用于信号的总体效果，这相 当于一个低通滤渡器。这个低通滤波器 对应着一个尺度函数，记 

为 (￡)．可以证明它与由多分辨率分析所提出的生成元或尺度函数是 同样 的 在频域上，我 

们把这一事实表达如下：若 (0为与 州 t)相对应的尺度函数，则它满足 
∞  

( )l = f (2 ) (2) 

上式表示的是尺度J=0时，即 所对应的尺度函数 ( )．对于一般的尺度^上式可写为 

因二进小波变换满足 

：
= ∑ (2 ) 

。

l，再由(3)可得 

。 (。) (2 )。 苫．。 (2 )。 l 
以及 

。 (+o。)。 吊(2 )。 hm (2 )。 =0 

这说明满足(2)式的 ( )确实是一个低通滤波器 

对于(3)式，如果分别令 j=0和 j=一1，可以得到： 

( )l =f (aJ／2)『 一 西( )l 

【3) 

(4) 

(5) 

(6) 

这说明小渡函数带通滤波器 ( )，可由尺度函数低通滤波器 ( )的“伸缩差’’形成。可见 

只要找到一个尺度函数 吼就可确定一个二进小波 ． 

1 2 小波变换的工程意义 

若 州 t)为二进小波，且记 (t)= 州 2‘ t)，则由卷积定义的二进小波交换为 

= t)* (0 j∈ Z 

若 ￡)是与二进小波对应的尺度函数，且记 仇r(￡)= 9(2 t)，则称 

S ￡)= ￡)* ( ) ∈ Z 

r7) 

(8) 

为信号 )在尺度 j上的逼近。(7)、(8)两式的频域形式为 

讳 )=氕cu)也 ( )= ∞) (2 ∞) (0) 

‘ u)= ( J (c。)= 吣)吊(2。邮) (1(JJ 
由(9)、(1{J)可清楚地看出，在尺度2 上的小波变换为带通滤波器 对信号 )滤波的结 
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果，滤出通带 内信号所含的频率成份。对信号在不『刊尺度上进行小波变换，则将 H )分解在 

尺度2i(J=L 2，⋯，』)所对应的不『刊频带上。在尺度 2 上的逼近为低通滤波器 一对信号 

f( )的滤波结果，将通带以外的高频或低频成分滤掉，而且由上面对小波滤波器与尺度函数 

滤波器关系的讨论可知，Ⅵ9lf给出的是 f与 S f之间的频率成分。 

2 工程信号的小波时 一频分析方法 

采用小波变换对工程信号进行时 一频分析，关键 问题之一是要知道小波变换的时、频 

特性或时、频窗的大小 在实际工程信号处理 中，通常采用离散二进小波变换递推公式(I】) 

、(12)进行小波变换的计算。 

7j]=> 疋 一2 t (11) 
醌  

Ⅵ Ⅱt ]=> 岛 2 。f] (12) 

一 般来讲，以信号 的采样值 ”]做为初值，即 r= ”]，不用考虑采样间隔如 

何就可按(11)、(12)式求出各尺度上信号的小波变换及逼近，但要为进行时、频分析而确定 

小波变换的时、频窗时 ，就必须考虑时、频窗与尺度及采样频率的关系。 

已知采用递推公式时，初值(J=0时)选为 

t = ， [n]=，昔d”]= (13) 

此时可以认为采样闻隔 △t是为 1的，因为从数学上来讲，不管实 际上数字信号的采样间隔 

如何，通过适当选用时间单位，总可认为采样密度为 1，因此这样假设是合理 的。在这种条件 

下，对模拟信号的抽样值 可以认为是 ￡)在多分辨辜分析子空阃 上的逼近 ．此时， 

在尺度 上小波变换的时、频窗宽分别为： 

△屯 = 2 △ ； △ ．= △ ／2 (14 J 

而在尺度 j上，小波变换的频窗心为： 

=  ／2’ (15) 

上面诸式中：△ 为 ￡)的时窗宽，△ 为审(叫)的频窗宽；“ 为 叫)的频窗心，△ △ 

及 n 的计算参 见[2，3]。一般对称小波 州 ￡)的时窗心取为 0然而，实际上信号的采样间 

隔△￡≠ 1，若这时时间轴的单位与采样间隔的时间单位相同，则可以认为以 △￡为采样间隔 

对 ￡)采样得到的离散信号 Ⅱt 是 ￡)在某个多分辨率子空间上的投影或逼近 s tl】 

： f[7t]，而不是在 上的投影或逼近。笔者采用递推公式计算小波变换时，为规范起见，都 

从尺度 J=0开始，即仍取 ]= ，[tr]，则此时的小波变换时、频窗不仅随尺度交化，丽 

且与采样间隔 △￡有关．对此给出以下结论： 

当采样间隔时 △￡≠ 1，在第 j尺度上离散二进小波变换的时、频窗为： 

时窗宽 △ ：2j△￡·△ ； 频窗宽 △ =△ ／(2 ·△￡) (16) 

频窗心 ，： ／(2 JA￡) f17) 

对于第 j尺度上信号逼近的时、频窗有类似的结论 ： 

时窗宽 △ =2'A￡·△ ； 频窗宽 △ =△i／(2 -zxt) (18) 
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频窗心 = ／(2 △t) (19) 

下面给出一个实例，以验证上述结论： 

1)信号 t)=sin(388．69*2 t)+sin(194．35*h t)+sin(97 17*2 *t)； 

2)采用 Battle—lm 三阶样条小波； 

3) (∞)的频窗心 五=o．759 2H 、频窗宽△，=0．170 7t-Iz ( = ／27r，△，= 

△ ／27r)； 

4)采样间隔 △t=2048 s． 

表 1给出，当△t=1 5或△t=2 048 s时，小波变换在尺度 J=0、l⋯2 3 4上的频窗心及 

频窗宽对照。 

表 1 △t=1 s殛 △t=2 048 s的频窗心、窗宽对照表 

由表 1可得出结论：在第一尺度上，小波变换的频带不包含 t)三个谐波 的频率，所以 

该尺度上的小波变换为零；在第二尺度上，小波变换的频带只包含 t)第一个谐波的频率， 

所以该尺度上的小波变换即为 t)的第一个谐波；在第三尺度上，小波变换的频带只包含 

t)第二个谐波的频率，所以该尺度上的小波变换即为 t)的第二个谐波；在第四尺度上， 

小波变换的频带只包含 t)第三个谐波的频率，所以该尺度上 的小渡变换即为 t)的第三 

个谐波。由进一步的类似分析还可知：在第一尺度上．因信号逼近对应的频带包含了 t)三 

个谐波的频率，所以该尺度上，信号逼近与原信号相同；在第二尺度上，通带 只包有后两个谐 

渡的频率，所以在该尺度上的信号逼近只含有后两个谐波 ；唰理在第三尺度上的信号逼近只 

含有最后一个谐波，而在第 尺度上的信号逼近不含任何谐波。图1、图2分别是在 J=I、2、 

3、4尺度上的小波变换及逼近。由此可见，这与笔者的分析结果相符台。图1、图2同时也说明 

小波变换 t)给出了信号逼近 S t)与 S t)之间“差”的信息。 

———— ———-五 ———面  

一  

一 M  

图 l )及 幻的小波变换 

“  

图 2 t)的逼近 
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该例说明了小渡变换 Ⅵ‘ t)的带通滤波特性及信号逼近 s t)的低通滤波特性。同 

时也映证 r文中推导出的关于采用离散递推公式计算数字信号的二进小波变换与信号逼近 

时，其时、频窗心及时、频窗宽与尺度及采样间隔的定量关系。 

3 小结 

在采用小波进行工程信号时 频分析时．需要 r解 尺度函数 的低通滤波特性．小波函 

数的带通滤波特性以及它们之间的关系和工程意义，还需要给出信号的小波变换在时 频 

两域所反映出的信号特征，这就要求对频率坐标的标定不能仅给出尺度，而应 时给出各尺 

度上小波变换所对应的频带范围或频窗心、频窗宽。当采用递推公式计算离散小波变换时， 

做到上述要求需解决两个问题：1)基率小波的时、频窗指标的计算 。 ；2)小波变换时、频窗 

位置及大小与尺度及信号采样间隔的定量关系。笔者就此做了探讨，并对文中所给出的定量 

关系举例进行了验证。需指出的是，在实际应用中信号的频率成分是复杂的，不会得到举例 

中的理想分频效果，因为小波带通滤波并不是严格的，不同尺度的频带之间存在交叠，所以 

在进行时 一频分析时，若要想得到好的分频效果，应选择频域衰减快，截止特性好的小波。 
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