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产生 Berry几何相的动力学机制 
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摘 要：譬对能够莸碍具有实质意义的 几何相所关联 的态矢变化跃迁 

的物理背景作 了一定翟度的探讨，结果表 明：态盘的无艰微弱变化跃迂是 产生出具 

有“实质意义”的Be,try几何相 的动力学机制。 

关键河：丝垫重型； 堕 ； 
中图分类号：O365；O230 

循环周期演变；查叁壅些垦兰 
文献标识码：A 

Bc 从“绝热近似”角度曾首先预言，在物理世界中存在一种“非动力学性质”的几何位 

相 ．(C)(称为 Berry．几何相)⋯。对于 Be 所预言的这种几何位相 (C)，不但在核物 

理 、光学 、原子分子物理学 研究领域获得 j_有关的实验检验，而且还 推动了许多相关 

物理学科理论的研究 。直至今 13．关于 Berry几何相问题的研究，仍然是现代物理学国 

际前沿科学研究中的热点课题之一。 

然而，关于／deny几何相的存在所涉及的“物理背景”条件及其相关的物理机制等问题的 

探讨，至今仍是许多学者感兴趣的问题，并从不J可的物理角度作了研究 。笔者将从另外 
一 个物理角度——即从量子系统瞬时本征态矢的变化跃迁来讨论这个问题。 

1 态矢变化跃迁的物理背蒂 

断 y曾假设”，在含时 ~ ltonian作循环周期演变的量子系统 [ t： T)= 日(￡= 

0) p，若演变“足够缓慢”，可吼采用“绝热近似”方法由单一能级的瞬时本征态矢构成“演 

变波函数”，进而将产生 出一个“非动力学性质”的几何位相 换句话说，当量子系统的演变 

“足够缓慢”时，按 BerI?表示出的演变波函数： 

f 1 

j_!P(￡) exp 一{4 R(￡ )d￡ }·exP}l (￡)}·j，l(盈(￡)))．[ (o)=0] (1) ’ 七 

可以满足薛定谔方程 
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拍 f州 ￡))= H(R(t))l (￡)) (2) 

其中，含时HarailtmianJg．~ 自(￡)F-6 T“参数化”处理 ：舟( ) 自(R(￡))；[参变量 R(r) 

(x( )，H ￡)，⋯)]，因而瞬时能量本征方程也采用参变量表出： 

R(￡))I (R( )))= El(R(￡))I，i(R(￡))) (”为能级量子数) (3) 

量子系统循环演变一周(t：0一 ，即对应出参变量 R(￡)在参数 R空间中形成一条闭 

台曲线 C (x(￡)，H ￡)，⋯)o≤《 ，而 Beny几何相 (T] (c)，则由曲线 c上的回路 

积分给出： 

)： cR】l ，R))_dR 

若 (c)≠2 ；( 为整数)，则获得具有“实质意义 的Berry)hN ,tiail因子 

1． 

Berry．"给出的式(4)，存在另一等价的表述形式： 

(c)=t‘f )) 『】(R㈩ dt 

(4) 

(5) 

Berry公式(4)[或(5)]来源于满足(1)的薛定谔方程(2)，具体说来，是来源于如下微分 

方程式： 

(￡) (R(￡)))= t R(￡))) (6) 

下面，利用瞬时完备性：∑ ” R(￡)))< R(￡))I=l，可将方程(6)表成 

．
( )l t (R( )))=iI

、(n(R(t))l l R( ))) - 

( )))+i R(f)) l『】(R(f)))㈠州 (7) 

Igg~(7)式的两端，并注意到态矢集台{I R(￡)))；( H=1
，2，⋯ ，⋯){为线性无关的一 

组集合，便得出微分方程式(7)[或(6)]的成立还需要涉及到“某种条件”： 

(i)“严格”条件 在整个演变过程中，不应存在态矢 t (R( )))向其他态矢的变化跃 

迁 ；亦即，态矢变化跃迁矩阵元 

‘” R( l 『， (R( )=。 ( ≠ 0≤ ≤ 
此时，微分方程式(7)[或(6)]“严格”成立。 

(8) 
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(ii)绝热近似条件 在整个演变过程中，存在态矢 I (R( ))向其他态矢的变化跃 

迁，但变化跃迁只能是“十分微弱”(以致于“无限微弱”)；亦即，态矢变化跃迁矩阵元 

<， R(f))。 {， (R(￡)))～0(以致于一∞ ( ≠ o≤c≤丁) (9) 

此时，微分方程式(7)[或(6)]绝热近似成立。 

条件(i)和(ii)与是否能出现 Berry几何相紧密相关，下面，将对这一条件作深人探讨。 

2 Berry几何相的出现与态矢的微弱变化跃迁因素 

首先，对含时 Hamiltonian量子系统在整个演变过程中，不存在态矢 I， (R(￡)))向其他 

态矢的变化跃迁时，是否会出现具有实质意 义的 Berry几何相 问题作进一步探讨。对于这种 

情形，由于条件( )[参见(8)式]成立，进而可以得出(6)式与如下关系式完全等价： 
t 

『，L(R(￡)))=exP{l t )d￡ ·I”(且(r)))；[ I)=一疗 (￡)] (1【J) 

于是，利用(3)，可以得到 ￡=0时刻的态矢 h (r(0)))也可以满足任意时刻 t的瞬时能量 

本征方程： 

R(￡))·I，I(r(0)))= E(R(￡))·j，l(r(o))) (o≤ ￡≤ T) (11) 

下面，首先证明：对于通常的含时 'Hamiltoni~,n系统，若满足条件(ii)，则算符 f“R(￡)) 

是 可对易 的： 

[f“R(̂ ))， R( ))]=0 (0≤ 和 ≤ T) (12) 

1)目(R(￡))为Hilbert空间中的通常含时I~ liltcmian算符： 

H(R(t))=一 + R(t)) (13) 

此时，I， (r(o)))应为Hl1)crt空间的状态 —— 不妨表为 x)；因而，由(iI)式应得到 

。 l一— 丽 一 J J 
即 

[ 蠢(R(￡))]． 0 
其中，方括符[⋯]里已为 c一数；因而，[⋯]=0，于是，含时势 H x，R(t))具有如下形式： 

萁 中 
Ⅵ 矗R(‘)) U( ) F(R(t)) (0≤ ￡≤ T) (14a) 

F(R(￡))=[E|(R(幻)一E(R(0))]+F(0)； 0)为初值(常数) (14b) 

显然，满足(14a，b)的Harnilt~iam算符(13)，也满足对易关系(12)． 

2)fK R(￡))为自旋空间中的通常的含时 t-lamilta'tian算符： 

H(R(￡))=一 [B(R(t))·§] 
3 ] f15) 

[B(R(￡))= B(R(f)) ，§二 ] 
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其中，一旦表象选定(倒如取(§ ，sI)表象)后，各 自旋投影算符 S．(】==1，2，3)均是[(2j+1) 

×(2j+1)]的矩阵(J是 自旋量子数)，而 l rl(R(o)))应表为(2j+1)维的列矩阵 ： 

蜜 
引人 Hilbert空间中的方向矢量： 

卜 ’善A( 

其中 A( )=一 ]]( =1，2，3) 

． 1 1 『 ] 卜勃
‘ 

l ‘ I 
L恐 1J La-2~qJ 

1 l 
(￡)+ ( )+ (￡))·̂ j (17) 

(17)式表明，不依赖于时问 ￡的状态 I r (r(o)))恰好是在( ，岛)表象中自旋算符 § 

器 HUbert空问中 e(t)方向投影的本征态，且本征值为 ． 

注意到 ^>O；于是，根据量子力学角动量理论，A只能出现在如下正量子数中： 

¨  ⋯ 孳罢 ， 
此外，注意到 A(￡)，A(￡)和 A(￡)是 3个连续函数；因而，A只能取(18)中的某一个值。于 

是，状态 1"(R(O)))只能是自旋 §沿Hilbert~ 中的某一固定方向：e—c0s∞q+cos e2 

+COIl哟e3；( 、 不含时间 ￡)投影的本征态，且本征值为 ．这将表明 ：e(￡)= e，由此 

便得到 

B( ))：『一星 ]壹 ㈣ 
显然，满足(19)的Harrdltenian算符(15)，也满足对易关系式(12)． 

3)H(R(t))为Hilt,err空间与自旋空间存在非耦台 f青形的通常含时 "Hamiltonian算符： 

觏R(￡))= + R(￡))j一 ·B(R，( )·§ (自旋取(§!， )表象) 
(2()) 

其中，R 和 R 分别表示在 Hilberr空间和 自旋空间里所引进的参数空间[R U R，： R]
． 此 

时，可首先将态矢 I r r(o)))按 Hilberr空间和自旋空间作分离： 

I， (r(o)))=I n(r(o))) ·J『](R(O))) 
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其中 R∞ = 武 ，，- Rc。 =『三 ] 
然后，由(n)式应得到 

』 可：+ RI㈤)] ) 
( ) 

． 』 l 

B( f))．s] ⋯l。。E(R(1)) L
而 】J 

(21)式的成立即要求 

+Ⅵ R】(t))]．武 ) 
( ) R (Rx(￡)) 

和 觚 ㈤ 一 ㈤， 

且 (Rx(￡)) (R，(￡)) EI(R( 

(21) 

(22a) 

(22b) 

(22c) 

Ⅵ矗R】(￡))： U( )+F(R(￡))；( Rx(￡))=[ (Rx(￡))一 (R(o))]+ 0) 

(23a) 

和 (f))= ]_窑一 c l8)中的某一 
显然，满足(2 3￡【，b)的 Hamiltc~ian算符(20)，也满足对易关系式(12)． 证毕 

当含时 'Hamiltonian算符 舟(R(￡))满足(12)时，必存在指数算符形式的时间演化算符 

I ． 1 

U(￡， )=exp卜音I R(￡J))d￡ } (o≤ ≤￡≤T d 
’ 

于是，满足(1)的“演变”状态 l !))可以表为 

￡))= rj( 0)·l O))= 
f 

- r 1 

exp{一{I E(R(￡f))d￡ }·l R(o))) (o≤￡≤ 。 “ 

[其中，利用了 『 O))= R(0)))]，这样，系统在整个循环演变过程中(0≤ ￡≤ T)，仅 

产生出动力学相因子。据此，可以得出这样一个重要结论 ：对于通常的含时 -Harniltonian系 

统，当满足循环周期条件[舟(R(79)= f／(R(O))]时，若在整个演变过程 中(O≤ ￡≤ T)，不 

存在态矢 l̈ (R(￡)))向其他态矢的变化跃迁，则不会产生具有 实质意义 的Berry几何相 

(C)≠ 2h( 为整数)。 

上述结论对于满足循环周期条件的“一般”的含时Harailtc~ian系统来讲也成立。下面， 

对此给出一般的证明： 
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对于由方程(3)所得到的 E(R(t))能级上的态矢 I (R( )) ，在满足瞬时正交0。 ‘关 

系( ，《R(￡))h“R(t)))： 的条件下，仍然应存在无穷多种选取方案 ： 

I『．(R( )) ， 7f(R(f)) 2，--，}t【(R(￡))) ，一， l24， 

其中，I『J(R( )))．=e ” · (̈R(t)) ；[ 和J= 1，2，⋯，且 ≠ J]，且 ‘ I，)’ 

(￡)(≠0)为实函数(包括常数函数)。 

由于Berry．几何相 (C)满足周期含时规范变换下的不变性，因而要求任意一组态矢的 

选取：I tr(R(t))) 还必须满足周期性条件 I tr(R(T))> ：I fI(R(0))) ；于是， (t)也 

应满足周期性 (D ： (()) 

对于在整个演变过程中(0≤ ￡≤ T)，不存在态矢 I r．(R(t)))向其他态矢的变化跃迁 

时，(10)式即成立：据此，无论选取态矢 I t (R(￡)))为(24)中的哪一组[ tr(R(￡)))： 

}n(R(t))) ，(k：1，2，⋯)]来计算 Berry几何相 (T)=> (C)，均可以从(10)式中导出 

r 

1 ￡ )d￡ =2h·i [其中 t )：一 (￡，)．I”(R(T))) ={̈ (R(o))) ] 

即 (c) 2k [ 为整数， (O)已取为零]，这表明，不会出现具有“实质意义”的Bem,)L何 

相 ．(C)≠ 2 (k为整数)。 

具有“实质意义”的Berry几何相 7 (C)，既然不可出现于严格条件(i)[参见(8)式]中 

(这点已由以上的分析讨论表 明)，则这样的位相 (c)便只能出现于绝热近似 的条件 

(ii)[参见(9)式]中了，而此条件又表明：在演变过程中，必须存在态矢 I (R(t)))向其他 

态矢的“十分徽弱”(以致于“无 限徽弱”)的变化跃迁。这 无疑揭示 出具有“实质意 l艾”的 

Be∞r几何相 (c)的产生，不仅总是与态矢 I tc(R(f)))向其他态矢的“无限徽弱”变化跃 

迁的存在相关联，而且也应该是由这种跃迁因素所产牛出的一种动力学效应的体现，对此， 

还可以用具体范例[参见附录]给予进一步解释说明。 

3 小结 

具有 实质意义”的Berry几何相 ．(c)的产生，总是需要一定的物理背景条件的 —— 

即态矢变化跃迁，而这一条件又进一步揭示出这种位相 (C)的产生机制应是动力学机制 

— — 由态矢的 无限微弱”变化跃迁的动力学效应，才会导致出具有“实质意义”的 Ber~_儿 

何相 (C)的严格产生。 

附录：Berry几何相计算范例’ 
{ 

I，处于周期振动磁场B( )=B·。∞叫∑o∞吨-B中的运动电子直旋系统，为如下二能缎系发 
● 

( )=(一1) - -Bo。6 

· 在计算中不作参数化『t ll{ )]处理．计算实质相同。 

e‘ (。l 

塑! ! 
L十 (一 1) 卅 ·c∞ 啦 
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其中、‰(c十D=‰(t)i T= ， =I，2 J作为范例，考察演变态l ) ；[1 0))=l (0)，， 

l ∞)=ea~TJ l也(D)1 可以确定f (t)j函( ))=O『参见(8)式]；因而应有 (C]=2 或简单 

地表成 (C)=0，采用 Berry公式(5)也可获得同样的计算结果 

(c)=lI‘也( )l (i))d =o 『利用 (D=铂(0] (I一2) 

Ⅱ．扯于绕 白定轴匀速旋转磁场 B(1)： B[( n8·c∞ )n十(slr,~·sir,“)0+。。s ．．(0< 日< 

)中的运动电子 自旋系统，为如下二能缎系统 

‘t)： (一1) ·“ ·13, l“(t)) 

sm~  el ％{j

1 1 cos J √十( )一· l 1) ·√l+(一1) ‘·∞s日·t j 
其中，‰(c+D=‰(t)；f T= ． n=l，2j作为范例．考察演变杰l ( )l『l o))= (o))． 
j (∞)=e ”i (∞)f．可以确定( (t)I函(c))～0(以致于一O)f当 ～0(以致于一O)利]—— 

参E(9)式，因而应有 (o ≠ 2 ，采用 Berry公式(5)可计算 出 

(0二 I(也( )I (￡))d￡=一(1十eos8)~ 利用丁∞( = (o)] (II一2) 

Berr~几何相(II一2)是如何产生 的?为探讨此问题．则需要首先严格求解 出演变态 I 曲)(求解喀 )： 

其 中 

A 

(c))=∑ A‘， (c))； I (c))和I也 (c)j为系统完备解集] (II一3a) 
一  

兰。 2： j  垡 
E·sin0．√ 4凰 ．嘲 日十4 

杂  —压 ] 
：  }(一 日十、 盂 ) ( ：2，3．⋯) 

n 一 

计算 (喀)出 悖 ( = 烈 一 ‘ 为 

其中 

} (丁l= ‘{ 

e‘ ㈨  

垒： ： ( 卫 ± ! 兰 旦 
A ·I+·o∞( ∞ 十 L ( ∞ 

A f · (口+∞ 十h R ] I A j：·一(乱 ∞ 十2 

：堡  √ 
十2 Eccs 0十 F 

(1I ) 

曼： !堡：窭 
十 2 E ·％ 0+ 

(Ⅱ 一4b) 

对于“足够缓慢”演变( ～0，即 n》1)情形，可对(II一4a．b)作近似处理：避～±EA ～ e‘ ， 

～̂0．F±～{(1 1唧。)；于是． (D存在如下近似关系： 

☆ (∞ ～ (0；f (0 = (1十 —— 参见(II一2)] (II一5) 

(II 5)所表出的近似程度将随 一0而趋于精确；因而， (0是园 一0而致使态矢的变化跃迁 

—．．．．．．．．．．．．．．．．．．L  
一 一 

： 

f  
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f_ --o／ 

趋于 无限徽弱”( ( ) 厶( )， 一0时，由 嘲 ( 中的动力学困素(态*的变化跃迁)的极限效应 

所导致。 
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I~'Iqamic Mechanima of the Production of Berry Gecrretric 

Phase— — State Vector’S”Infinite W_eak”Change Transition 
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(Coll~e d Science，ChmgqingUni~,ersiLy,Clrrgqing 4(1【xJ44，China) 

ABSTRACT：Arne~ ngM discussiononthe”physical hack曲 nd”ofthe slate-~ectcl’s chanf；e 

i (nthat can。l船_mBerrygoa-actrtc p'h~se having rmteri-,d si~mificance： (C)≠2 ；(矗is an 

nt~ger)Is p fed．11 rcsuh幽0 dm state veetur’s“irffinitew ak”earl ewmasifim is us( 

dae dyn~aicalmechanimaofthe p~ uction ofEer~
．
gecrnemc phase havingmaterial significance． 
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