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摘 要：根据 R ∞ 材料的一维本构方程及索的运动方程导出了粘弹性索在 

重力作用下．面 内和面井的偏微分运动方程。利用 LMer1~ 方法将偏微分方程转 

化为一组非线性常微分方程。给出了粘弹性索的动力稳定性分析方法。通过教值 

仿真研究说明了弹性和粘性参数对索的动态响应的影响。 
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叫}理『笠响左 ． 
索由于其高强度、轻质量、柔性很大、固有阻尼小在工程中被广泛应用。它可用来支承 

结构，传输材料，拖动车辆等。对索的非线性振动分析已引起了很多科学工作者和工程技术 

人员的兴趣。Wamitdaai，Fuji~ 和 s】 Ⅱ珥w 导出 r小垂度斜拉索振动的非线性动力学方 

程“。，Pefl6ns和 ~Icte研究了运动弹性索在三维空间振动的动态响应 ，Takal'm~ 和 Kn 

分别讨论了弹性索在三维空间的自由振动和简谐力作用下的强迫振动 ，H ar】g研究 r运 

动弦在三维空问的动态稳定性等问题“]。所有的非线性分析都是在假设材料为线弹性条件 

的几何非线性分析。但是，随着新的塑性材料和复合材料在工程上的广瑟应用，为了克暇金 

属索过重而引起的大垂度，以及金属索易于生锈被腐蚀的缺点，工程中已经出现 了材料为非 

线弹性的索和弦(如混杂纤维复台材奉年，玻璃纤维复台材料和碳纤维复台材料索等)【5]。因 

此对索同时进行几何非线性和材辩非线弹性分析不仅具有重要理论意 义，而且也有重大的 

工程价值。 

牯弹性材辩是一种重要 的非线弹性材料，在等温小应变情况 下，可以分别用 Mm~ell， 

v 和三参数标准粘弹性固体模型等进行描述。Revlon材料是一种典型的可以用三参数 

标准牯弹性固体模型描述的材料。 

笔者根据 Revlc~材料的一维本构方程及索的运动方程导出了粘弹性索在重力作用面 

内和面外的非线性偏微分运动方程。然后利用 C~derkin方法将偏微分方程转化为一组非线 

性常微分方程。给出了粘弹性索动力稳定性分析方法。最后，通过数值仿真研究说明了弹 

性和粘性参数对索的动态响应的影响。 
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l 控制微分方程 

1．1 静 态平衡构形 

如图 l，假设所研究的索是均匀，轴向应 

变很小．轴向应力在横截面均匀分布，横截面 

面积为 A 长度为 L索与水平线夹角为 质 

量密度为 p．由于材料的弹性模量很高，因此 

可以认为索的静态平衡构形在重力作用面内 

为抛物线，于是 

图 1 索的静、动杰构形 

‘，= ( ／ ‘ )[( L)一( L) ] =0 =0 (1) 

其中， 、 “、 分别为静态平衡构形中索在轴向，面外和面内的位移， 为静态平衡 

构形中索的轴向应力，7为索的重力在 轴方向的分量，即 

7= pge~6 (2) 

其中 g是重力加速度常量(9 81 n~s'-)． 

1．2 运动方程 

索运动的偏微分方程可以根据静态轴向应力 ”，动态轴向应力 索的轴向位移 l‘’面 

外位移 ，面内位移 r2，在 ￡方向的分布力 X Z表示为⋯： 

( + 舞+ }+x=P务 (3) 
+ _}+Y： 努 ㈤ 

麦{( 舞+ }十z= 努 ㈣ 
在 z轴方向的 Lagrangian应变分量可以用位移 1‘， ， 表示为： 

e(-z)=筹+ +吉( ax11 + 2fX ax1t!+丢( ) ( ) 
方程(3)～(6)完全描述了索的运动。为便于分析，将得到的更加简单的模型，进行如下合理 

的简化。由于张紧索的轴向惯性力很小可以忽略，并假设分布力 x为 0，根据上述两个假设， 

它与位移 n相关的应变很小，方程(3)、(6)分别简化为： 

a-r=0 (7) 

ec t = 甍+吉(舞) +丢( ) cs 
1．3 Revlm 材料本构方程 

Revlon材料的一维本构方程为旧： 

妻吗器=妻 器 c ≠。， ≠- c 
方程(9)也可表示为： 

A = BE (10) 
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其 中算子 A和 B定 义如 F： 

A =誊 
B =吝 

选择如图2所示的三参数模型，其线性 

粘弹性材料的微分本构关系为： 

j+垦±垦 ：E +旦垦 (11) 

图2 线性牯弹性材料模型 将方程(11)与方程(9)对比得到 

= (E +岛)／ dI=l， = E ／ ， ￡)】= E， R=l， P=1 

对方程(4)(5)分别作用微分算子 A并使用方程(7)(8)(1O)得到由位移 u 表示的运动控 

锎偏微分方程及位移边界条件： 

nD +6bq (u +百1 )+￡)】 【u0 + + J+ 

( c +越 +n )+岛 ( 也 +越”吒矗+ + 

+ ， d+琏 删)+ Y= 咖p (12) 

+％t ( r2 +吾 +吾 }+ (u +  ̂+ j+ 
(t +Ⅱ 十 + 缸)+￡)】 (t +性 +n + 

+ + )+趟 [6b( ” +吉 +吉 +) 
61【越 十 + 吒 J]+面Y=a【lm (13) 

ro(O，￡)= (L ￡)= (O，￡)= (L =0 (14) 

其中 (．) = ' (． 

2 非线性 动 力 响应分 析 

定义无量纲参数 

V= ，w= ，∈=f， ：√ =√ ，r= ， 

岛：嚣 ， =鼍，岛= L ： ： 
于是方程(1)，(12)～ (14)变为 

=  
1(}

一  ) 

+岛 (哦 +专 +号嗽}+连v景(峨’w + 
嘭 ％ 瑶略十 十 十 ／= 

岛w景+岛 ( +{ +吉 )+琏w景(皑 + + )+ 

(15) 

(16) 
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岛 (w + Ⅵ + + Ⅳ景j+琏 (w Ⅵ + w．岳+ + 

、 +Ⅵ 、 十Ⅵ V )+Ⅵ l {Ⅵ Ⅵ + 

+ 寻 )十聩( + + )1： (17) 
v(o， ： Ⅵ 1，r)= w(0，r)： w(1，f)=0 (18) 

由于方程(16)，(17)不能精确求解，为得到近似解，使用Galerkin方法分离变量，于是令： 

∈’r)= 五(r)％=∑‘(r)sin(tz l } 
(19) 

w(s， =∑岛( ‰：∑岛(r)sin(，m J 
代人方程(16)，(17)并利用三角函螽晶正交性得到 

t+∑ +∑∑(蹦 马+ 属)+ 

∑∑∑(E：一 +E 最+F： 聩+E 旃)=0 (20) 

磊 ∑(屯最+ )+∑∑( ＆岛 + g岛+O．dZ)+ 

⋯  
∑∑∑( 删：+ 隅＆+ 譬‘肮+ 墨骗 )=0 (21) 

茸 中 

一 岛 ， =一 (‰ )， =一定(2 十 ) 

=一岛(号‰+铀)， =一(琏 +岛 +岛 ) 

=一岛‰一岛 ， =一砖k， ：一 (2 +导 )， =一{岛 ， 
一 2定( + )， =一定 ， =一 ‰ )， 

。二

J d毫， =J ，Jd车' =J ” ，Jd毛 -0 

j 。 ，jd s， =f 0￡ =f( 。) de 屯 
3 动力稳定性分析 

假设索的轴力为一周期函数的力，即：T= 十五 ￡)= To十 。。sn 对方程(5)的 

两边分别作用微分算子 A 并利用方程(7)得到： 

吼 + )一 ( 十五， 一 

[(To+王 = q五州  扛一 ( +m量)t ：0 

再中，m p 。二 ”A = 五 t)／A,0为激励频率。利用上述无量刚变量
，并将(19) 

式代A(22)式，并利用模态 函数的正交性得到： 
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+ 一(1 4-heos& )ToZ＼]丑 }一
- 2 
l 

( +~eosClt—h／~sin~]t) ＼1岛岛一h(ac。s —D,sinfit) G=0 (23) 
两  

其中 =1／m， 域 ：I职 d￡， G=l、)【 d∈， = ／ 

对于方程(23)中，忽略相互间的耦合，并仍用无下标的变量代替相应变量得到 ： 

g+ 一(1+heos )庵 一( + hctxs~]t一／~sin )触 一 
h(aces~t in )8=0 (24) 

其中 口= To玩， 8= G 

方 程(23)中，i为奇数时，a= ToG ≠ f)，这时方程 (24)中代表外激励 最后一项 

ac∞gt— flsinfit)8≠ 0，方程(24)为既有参数激励又有外激励的一种檄振系统，外激励 

是由索的垂 度造成的； 为偶数时，8=0，方程(24)为仅有参数激励的激振 系统。因此，研究 

牯弹性索的动力稳定性，只需讨论三阶微分系统(24)的解的稳定性。 

4 数值仿真与讨论 

在以下的研究中，取方程(20)，(21)的前两阶特征函数，应用四阶 Runge-Kutta方法对方 

程(20)，(21)进行数值积分。并研究材料参数分别对面内和面外位移响应的影响，图 3表示 

在初始条件 (0)=0．01，点(0)：=-7；(O)=五(0)=O．0，两(0)=0．01，＆(0)：蟊(o)： 

岛(0)：0 0的条件下，并且 岛=k=0时，在 ∈=0．5处材料参数 岛在不同情况下的面 

外和面内的响应。可见，无论面外与面内，随着 岛的减小，索的振幅也逐渐减小；参数 毛的值 

越大，牯弹性索越接近弹性索。 

d— — 弹性 6⋯ ⋯ ．h ；5o c一 一 一 =10 d--⋯ b = 

圈 3 面内外的响应 

图4表示在初始条件 (0)=0 o5，五(0)=点(0)=-}；(0)=五(0)=0．o，冀|(0)=0 

05，埯(0)= 蟊(0)=岛(0)=0．0的条件下，岛=2 000，岛 =1 000时，在 ∈=0．5处材料 

参数 在不同情况下的面外和面内的响应。由此可见，无论面外与面内，随着 岛的增加 索 
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的振动振幅也逐渐增加。由于琏= ／ =EA／ 因此，索的刚度减小，增加索的轴力，索的 

振幅减小。 

日 

， 

f 

。— —  10 d⋯ ⋯⋯ b ： 0．i f一 一 一 b = 0．5 b-．⋯ 岛 = l 

图 4 面内外的响应 

5 结 论  

研究了牯弹性索的非线性动态响应，得到 了，小垂度粘弹性索振动的一般控制方程。给 

出了粘弹性索动力稳定性分析方法，该方法不仅可用于柔索，而且对分析粘弹性弦、柱、杆及 

梁等结构部件的稳定性同样适用。通过数值仿真说明了弹性，粘性参数及波速比等对索的 

动态响应的影响，得出如下结论： 

1)材料粘性的增加，或索长的缩短，面内、面外的振动振幅都减小； 

2)索的刚度的减小，或轴力的增加，索曲面内、面外的振幅都减小； 

3)粘弹性索面内振动的频率比面外振动频率高。 
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