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摘 要：对于流体饱和两相多孔介质的拟静态问题，在忽略流体粘性的倚税下，从场方程中消去流 

体相速度变量，得到以目体相位移和孔隙压力为基本变量的控制场方程，并培出相应边值和初值问题的 

提法，进而采用加权残值有限无法导出基于 变量的混合有限元公式，最后讨论了系统方程的解法。 
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基于混合物理论的两相多孔介质模型，在土体村 

结和波动问题以及生物组织力学行为的描述等方面获 

得r成功 。]，针对该类问题的数值分析方法的研究 

已经取得较大的进展。作者针对 B(E n的不可压缩多 

孔介质模型 的拟静态问题和波动间题，讨论了相应 

的有限元求解方法 ’ ，包括罚有限元方法和基于 
．  千变量的混台有限元方法。罚有限元方法具有系 

统方程规模，．、的优点。为了保证计算精度，需引人一大 

的罚参数，过大的罚参数会使方程出现病态，罚参数的 

选择有时会遇到困难。基于 ． ， 变量的混台有限元 

方法，避免了罚方法不恰当的罚参数的选择导致方程 

出现病态的可能，且可以得到比罚方法精度更高的压 

力计算结果。但该方法节点变量增加，方程求解运算量 

较大，且由于系统方程的系数矩阵非正定，不能用直接 

法和传统的迭代法求解。作者通过考查拟静态问题的 

控{6l场方程，发现在忽略流体相粘性的情况下，可以在 

控制场方程中消去流体相的速度项，进而可以导出一 

种基于 变量的混台有限元公式。由于这种方法消 

除l『流体相速度变量，使节点变量减少，系统方程的规 

模减小，从而提高计算效率。此外，该方法还可以得到 

较高精度的压力计算值。 

1 控翩场方程和边初值问题的提法 

基于混台物理论的流体饱和两相多孔介质被视为 

罚j； 
由一流体相和一可变形固体相组成的不相混溶的混台 

物，各相为具有独立运动规律的连续介质。各相介质的 

几何和物理量均在整个空间上定义。用体积分数表达 

某一组分在整个混台物中所占的比例，其定义为该组 

分的体积与总体积之比。详细的理论可参见文[7]． 

假设两相介质之间无化学反应、质量变换、热交换 

和动量矩交换，多孔体在小变形范周内，固体相和流体 

相微观上不可压缩。又由于流体的粘性产生的阻力相 

对于两相问的摩擦阻力通常较小，忽略流体相的粘性， 

视其为理想流体，固体相为各向同性线弹性介质，忽略 

外部体积力。控制场方程如下 ： 

质量平衡方程 

v ·( i|s+ )：0 (1) 

动量平衡方程 

· +K( )=0 (2) 

· r —K( 一 )=(1 (3) 

本构关系 

r =一 + 

=2 Es十 ( ·J)j ⋯ 

r 一 (5) 

式中上标 s代表固体相，F代表流体相， 和 为体 

积分数，具体地， ：、 V为孔隙率， = ／v为 

固体相古量。由饱和条件有 

+矿 =1 (6) 
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p为孔隙压力，p为密度， 和 为固体相的弹性常 

数， 为崮体相的应变张量，K为扩散阻力系数，其与 

渗透率有关。对于各向恻性渗透情况， 

K ： (7) 

其中 为渗透率 

在流体相为理想流体的情况下，由方程(3)可得： 

= + 可 ·r (8) 

将其代人式(1)和(2)中，并利用关系(6)，有 

v ．( + v ·r)=0 (9) 

v ．( +r)=0 (10) 

利用本构关系(4)、(5)和摩擦阻力与渗透率的关系 

(7)，上两式可写成 

· ( 一 )=0 (11) 

· ( 似+碇)=0 (12) 

对此问题可提出如下边界条件 

= ∞ (13a) 

= n- = ∞ (13b) 

=加 = ∞ (13c) 

一 v 却 ： ∞ (13d) 
l “ 

其中 n· 可理解为作用在边异上的有效应力向量， 

却 为由孔隙压力产生的应力向量， v加 为流体通过 

物体单位表面积沿外法线方向的流量。 

韧值条件为 

u (0)： ， (O)= (14) 

这阵，场方程(11)、(12)、边界条件(13)和初值条件 

【l4)就构成j’流体饱和两相多孔介质拟静态问题的 

边值和韧值问题。 

2 有限元平衡方程 

用加权残值法推导有限元公式。在此选择(13a)为 

强制满足的边界条件，而(13b)、(13c)和(13d)为自然 

边界条件。 、l姒 、 ， 分别为方程(12)、(11)和 

自然边界条件的权函数，相应的加权残值表达式为 

l ·[V·( 甜+ )]d +f ·(is—fs)dI1+ 

f1 ．c V p)dv+JIF’( 一 )砌I1+ 

f i~)dv 0 (15) 

由 定理，可得 

J · ·( 一 )d。= 

V )：( 一 )d +{ ‘(n‘ )dr ’r 

{ ‘觚lI1。。工(V )：(一础+硅Ⅺ 十 

tSdP妒 6 
小  “  )d一  hS)dv+ 

I( )扎一 删r 
由于固体相的位移边界条件为强制满足的边界条件， 

故可以在 Rs上使权函数 =0，并令 

=  
， 矿 =一 ， =一 (17) 

将(16)代人(15)式，并考虑上述条件，得 

f[v )：( 甜+ )]d + 

)d I 州 一 
一

l · dI1 ‘ dr+ 
而 I1 (18) 

可用矩阵形式重写方程(18)．注意以下各量为前述相 

府张詈的矩阵形式 觋对固体的位移、速度和压 力插值 

=  =  =  (19) 

由于方程中出现了压力的二阶导数，因此要求压力和 

固体相位移的插值函数 连续。采用Galerkin法，取 

=  = M (2O) 

将(19)和(加)式代人(18)式的矩阵形式中，并借助于 

如下关系式 

(v )：(甜)：( ) (LB) M 

(v )：磋 =(遁)删  

v- )：( ．) I．&： ⋯ 

(v ( =( ) 霹翘 

可得： 

一 ( ) ( 《+Al )+( ) ( +E )= 
一 ( ) +( ) (22) 

由权函数的任意性，可得单元平衡方程 

o] 瞄 嘲 
式中 
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A- J(LB) d 

H 』( nB+ B B)d =』BTD~Bd 
E J 幽Jd 

f r+f dY 

f _Ⅱ 

对于三维问题，L [1 1 1 0 0 0] 

_2 0 0 0 0 ol 

{0 2 (1 0 0 0l 
f f 

n ： l。。 。。。； 
‘  

l0 0 0 1 0 0l 

l0 0 0 0 1 0l 

L0 0 0 0 0 1J 

N和B分别为形状函数和应变矩阵。注意，这里 

= [ ⋯ ] 

式中下标 ”表示单元的节点数。 

对于平面应力或平面应变问题，B 为 

(24) 

43 

其中A、／q,E和『s、，分别为相应单元矩阵的组集 

流体相的速度可在单元中按式(8)计算得到。 

3 系统方程的求解 

系统方程(27)可采用有限差分法求船 设在 

= k+△￡时刻，有 

1 。 0≤ ， 
= ( ) +(tJI={ 。 ≤ ≤ l 

利用上两式．由方程(27)可得 

[C+△tmK] ，= 

， 一 Ⅺ +△￡(1一 ) (30) 

在给定初始条件下，即可由(2q)和(30)求得各时刻的 

位移和速度。当 ≥ 时即为晦式积分、此时是无条 
‘ 

件稳定的。 

此外，由式(28)可知，方程(3n)的系数矩阵对称 

正定，可用直接法求解。 

4 结论 

在忽略流体相粘性的情况下，导出流体饱和两相 

多孔介质拟静态问题的基于 p变量的混舍有限元 

方程。该方法节点变量较少，系统方程规模较小，得到 

r， 的压力值在单元之间是连续的，具有较高的精度。该方 

法同时具备 r罚有限元方法和基于 “ 一 变量的混 

合有限元方法的优点，并回避 f两种方法的缺点 

l ⋯ ] J蓉 衰J 
L ony yJ 

方程(23)对单元进行组集即得到基于 变量的混 

合有限元系统方程 

( +Ku= f (271 

这里 

c =『 K=[ ，=[ 28， l 0J l0 ， l (28 
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