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摘 要：在确定性参数建模的基础上，利用撮动有限无方法与概率论方法，提出了根据结构模态实 

验 随机数据建立结构随机参数模型的理论与方法，旨在更全面而准确地反映结构参数的随机特性。 

以双层空问刚架为例验证 了该理论与方法的正确性。 
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结构动力分析已广泛应用于航空、航天、造船、交 

通运输、核工程、兵器工业、机械、化工、建筑等工程部 

门。为l『定量准确地进行结构动力分析，首先要建立 

系统的计算模型。 

理论建模是对具体的结构、机械作出必要的简化 

与假设，根据力学原理建立数学模型。有限元法已被 

公认为复杂结构动力分析的虽有效的方法。然而，在 

建摸中采用的假设与简化和建模人员的经验水平密切 

相关，对所研究的结构认识深度相关，对边界条件与连 

接结构的简化和对阻尼性能的简化都给建立的模型带 

来误差 因此有必要根据实验数据对有限元初始模型 

进行修正，使其在一定准则下更准确地反映结构的力 

学特性。 

根据实验数据来获得系统准确的分析模型的方法 

主要有两类：一类是“模态参数识别”(M：del ldentifica一 

6∞)，即纯粹的实验建模。随着模态技术的迅速发展， 

测试仪器功能日益完善，试验精度越来越高，模态试验 

已成为成熟的可靠的试验，模态参数识别技术已在工 

程中得到广泛的应用。然而，物理参数识别技术虽然 

已经提出各种各样的方法，但不太成熟，无法用于工程 

解决复杂结构问题。例如大型空间站与宇宙飞船，很 

难单靠地面实验来建模。若对振动系统一无所知，这 

种系统的识别就成 了“黑箱问题”，目前仍难以饵 

决” 。另一种方法是“模型修改”(M甜d~ ting)．即 

笳}fJ功力 ，刚 

在一个初始的数学模型基础上，利用获得的实验数据 

来改进初始数学模型，也就是实验和理论相结合的方 

法。笔者提出的方法属于这一类方法。 

由于实验模态分析方法的不同，实验环境的差异， 

测试仪器的不同以及测试技术水平的差异等，都使得 

对一实际结构的实验模态分析的数据具有一定的分散 

性，从而可把它看成是一随机变量，并把每一次测试结 

果看成一个样本中的子样。那么，根据随机的实验数 

据来对结构初始有限元模型进行修改是得到一个确定 

性数学模型更合理呢?还是得到一个随机参数模型更 

合理?我们以前曾利用摄动有限元方法，提出 厂一种 

基于确定参数模型的结构动力模型修改方法 。笔者 

将提出根据随机的结构实验模态分析数据在结构初始 

有限元模型基础上建立其随机参数模型的方法，旨在 

更全面而准确地反映结构参数的不确定性。 

1 结构随机参数服从正态分布的假设 

为了获得可靠的实验数据，往往要对结构采用不 

同方法进行多次实验，事实证明，实验数据受很多因素 

的影响，具有随机性。诸如测量仪器本身的不精确，实 

验手段不相同，人为因素、环境差异以及一些偶然因素 

等。这些因素是随机的，相互独立的，每个个别因素的 

影响都不起决定性作用，且这些影响是可叠加的。因 

此当测得的实验数据量很大时，依概率论中的中心极 
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限定理．可对其作出暇从正杰分布的假设． 由此我们 

可知利用随机的服从正态分布的实验数据改进得到的 

数学模型的随机参数就应具有相应的正态分布的特 

性。 

在正态分布的假设下，随机变量的数字特征便可 

用其均值和方差来表示，该假设是本文的摹本前提。 

2 结构的随机参数建模 

将待修改的系统未知随机参数表示为： 

Pi= (1 ∈．) (i= 1～ r) (1) 

其中 是初参数，e 是无量纲随机小变量，并假设各 

∈ 是相互独立的且服从正恋分布，则 e．的均值和方差 

分别为： 

E[∈ ]= Vat[e ]= y (2) 

由摄动有限元法可得结构任一阶振动特征值与 

结构参数之间的二次近似函数关系式： 

=  

t ( ) 

其中：s为振动特征值的阶次；4 是有限元初始模型 

的计算值； 

= ； ： ； 

：  

≠ (
4) = { () 

-1 t= J 

x．j-(3)式两端同时取数学期望有： 

E[ l=E[4 ]+ ]+ 

E[∑∑砖’ l_ ∑t + 

∑∑ 一 ] (5) 

考虑各小参数 之间的相互独立性，则 

f 0 ≠ J 

1 _cI]： ：j 

于是(5)式成为 

E ]= (6) 

再对(3)式两端同时取方差 得： 

、 ]=Var[ ]+ [∑4”E ]+ 

、 
—
F N'~ N a 瞩 ] 一 ，el|+ 

’ 

[ “)(t )：+吉 ‘ 
； 。 ·[￡(e c J(e． ．)( J(e． j]一 

OOV[e ，ei]o_Ⅳ[E ，e￡]]} f7) 

I可样考虑 e．之间的相互独立H：，(7)式成为 

V 卜 ∑ !Vat[e．] ∑ E[(e． “) ]+ 

0 ：(E[(￡ ) ]一v [ i) r8j 

利用正态分布各阶中心矩 ～ 与方差 Vgd"r-j肟戈系 

式： 

=E[( 一 )”]= 

一 0 r为奇数 

2 一 n (』． 芝 ，．为偶数 

显然有 

E[( ) ]=O (f0) 

E[( 一 ) ]=2 一mv [ ]I1 ； =3vS[ ．] 

(1l J 

将(10)式及(11)式代^(8)式得： 

[ ∑ ： [e．]+ 

专∑ ( a， 1_＼ l￡l )： 

∑  ̂Var[e．]十∑ ∥ _E_ 

!̈  ! (I2， 

综合(6)式及(12)式有 

E『 1_ 。十∑ +∑ y． (6j 

l V“ ” --∑ +∑ 【12 

由此得到 结构任一阶特赶值的均值与方差和结构随 

机参数的均值与方差之间的关系表达式。 

根据实验结果应与动力模型分析结构相 致或其 

它类似原刚，可由【6)式及n2)式确定出 ．的均值 “． 

和方差 ．． 

通常我们得不到(6)式和r12)式的精确解，这时 

可以采用优化过程求得其摄小二乘解 

设由测试获得 厂结构前 阶特征值的均值与方 

差为： 

E[ ]= ，Vat[ ]= y ( =1～ ) 
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= 砖。+＼z
_

、

J +∑ 7 (13) 

7 =∑  ̂7．+∑ 0̂ (I4) 

依盛小二乘法思想，利用(13)式及(14)式构造目标函 

数如下： 

Ogd： 

= ∑( 十∑ “l+∑ 。 一 ) 
{ t ￡‘1 L t 

t15) 

= ∑(∑  ̂7+∑  ̂ 一∥)： (16) 

于是可将求解非线性方程(13)、(14j转化为下面的非 

线性优化问题： 

Min： F= R +R (17) 

ST； j≤ (18) 

0< ≤ (19) 

其中 和 均为小于1的正数，根据结构的实际情况 

取值： 

利用现成的优化算法，可得函数 F的最小二乘解 

和 ，即 e．的均值利方差。 

已知 “I和 ，那么修改后的结构随机参数 的均值和 

方差也就相应得到： 

E[ ]=E[ (1+￡ )]=P．．(1 “1) (20) 

"Var[ ]=Vat[Pn(1 )]= (21) 

至此，便完成 厂结构的随机参数建模。 

3 算例分析 

3．1 算倒 

试建立图1所示双层空间刚架结构的随机参数模 

型。框架各杆均为圆截面，已知数据为： 

2 

图 1 双层空间刚架示意图 

表 l 框架结构随机参数建模结果 

表 2 建模前后模型精度比较 
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各杆长度：L=200m  

截面直径：d=16mm 

弹性模量：E：2．092 x to' Pa 

剪切弹模：G：8．046 x10 Pa 

质量密度：p：7 81 x 10 kg／ 

3．2 有限j渤 始模型解 

将图1所示刚架划分为16个单元，取每一杆为一个 

有限单元，由此得到一个72个自由度的有限元模型。该 

刚架的单元编号 L结点编号 i以及整体坐标系的规定 

如图1所示，算得其前 1O阶固有频率如表2所示。 

3．3 固有顽率实验洲试 

采用比较成熟而最普遍使用的频响函数法进行刚 

架模型的实验分析。用橡皮条将框架竖直悬挂，用捶击 

法激振，测出测点 向和 z向的响应，共进行 了’8次测 

试，经HP3582A结构动态分析仪分析后得表2所示该模 

型前 1O阶固有频率的均值和方差。 

3．4修改参数的选择 

该框架有限元初始模型参数的主要不准确来自(1) 

各单元的长度和直径。各单元的材料均来自同一根轧 

钢，属于同一批产晶，因而可认为各单元的材料特性及 

直径参数具有相同的均值和方差。选择各单元的直径 

作为一个修改参数。(2)框架 ①、② 单元的长度与有 

限元初始模型的长度 L误差较大，可选为另外两个修 

改参数。(3)我们主观上认为各单元之间是完好地焊接 

在一起的，而实际上由于制造工艺的原因，焊接处很难 

保证完全紧密和均匀光滑，由于结构的对称性，可认为 

它们对单元刚度和质量的影响是相同的。于是选择下面 

四个修改参数： 

P】为各单元的直径， 、 为单元①、② 的长度， 

只为各单元的质量密度，且 

P．： (1+e )，E【e．j= ． 

．  Var[e j= t i=1～4) 

其中： =16 FBITt~ = = m m  =7 814× 

10 kg／m~． 

3．5 随机参数建模 

对框架结构实施(3)～(21)式所示建模过程，得表 

1所示建模结果 

3．6 建模前后模型精度比较 

随机参数建模前后框架模型的分析结构及其与实 

验结果的相对误差如表2所示。 

从表 1可看出，由修政后模型计算出的前 lo阶固 

有频率的均值与实测频率均值的谋差从修政前的 3 

927％～J3 804％减少到 0 700％～4 147％，计算方差 

也很好地逼近了实验方差。可见建模结果令人满意。 

本文的理论与方法显然也适用于更广泛的结构形 

式的随机参数建模。相对于确定性参数模型，该模型具 

有更准确、更全面的特性。在此模型纂础上，我们可对 

其开展结构静动力概率分析，可靠性分析，概率故障诊 

断等多种研究。 
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