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关于次正规算子的相似对偶’ 
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摘 要：讨论了次正规算子的相似对偶问题，证明了纯次正规算子相似对偶的对称性 给出了相似 

的纯斑正规算子有相似极小正规延拓的充要条件，还论述了次正规加权位移的情况。 
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设H是一个[-~lBert空间，S是H上的一个次正规 

算子，即它有极 小正 规延拓 N，则 N有 形式：N ： 

Y’ ：：： ，其中N、T都唯一到酉等价。从这里看到S、 
U I 。 

．  

T、N三者之间存在着紧密的内在联系，笔者对这种联 

系的一个方面进行的研究，得到了，一些结果 关于这方 

面的其它工作可参看文献[1～4]． 

定义 设 S是H上的纯次正规算子，N定义于 

Hilbe．空间 K上是S的极小正规延拓 ，K ：H固 

r Y 1 

，则N=l ： ．称T为S的对偶。如果T与s 

相似(酉等价)，则称 s具有相似对偶(自对偶) 

定理1 如果 s具有相似对偶T，则T具有相似对 

偶 S，且 d【S)关于实轴对称。 

证明 由于 S是纯的，所以T的极小正规延拓为 

故显然 T具有相似对偶S． 

由于 d(S)= (T)，故只需证明 d(S)={i：A∈ 

d(T) 

如果 A占 (S)，则 d(N)，于是(N一 )～I 

： (s一̂)。。且(N ) 有形式f A 、 ：)，故知c= 

季参伯 皇f习 
相似对偶。 

证明 由条件知在 K = H 0 H上上，w = 

，R~#tlgwN 知结论 证毕 

定理3 对纯次正规算子 Si，i=1，2，如果 Sl相 

似于S，即存在着可逆有界葬子 u： — H 使 = 

S。U'且若N是S的极小正规延拓，z：l，2，则存在一 

个可逆算子 w：K — K。满足：w H ： U且w = 

w的充要条件是存在常数“d>0，使对 V{ } 

H，．有下式成立 ： 

c?∑‘ ， J：)≤∑(Sl ，s ) 
l =l_ ． f● 

≤c∑( ， ) 

证明 如果w存在，{￡ 。C Ĥ，则 

(T’一A)1，所以  ̂ (T )，即 (s)3 { ：̂ ∈ 

T)!． 

由S与T的对称性知结论成立。 证毕 

定理2 设S是H上的纯欢正规算子，N定义于K 

上是 S的极小正规延拓，如果存在 w定义于K上满足 

wN：N W f H=u：H—H 是可逆的，则S具有 

∑‘ ，s )：∑<Nwl，NW) 
l一0 1=0 

∑( ‘ ，Ⅵ f)≤ 
一 ” 

1 wll!∑( ‘ ， )= (C=rl w㈣ 

c∑( ， 
。』 n 

( ， 

S ) 

) 
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∑ Ⅵ厂。 g ，W- N g )≤ 
一

(I 

Ⅵ广 1 ， 与)= 

d。。> uf=， uf=) 

反之，如果条件满足，定义w 为 

W：K，一 K 

五一一> 
=0 =̂●I 

则 W I =U，w N1w，且 w是一个满映射。 

由于 I1 w(> 五)il! 

ii∑NI" I = 

∑
,1=11

( ， )= 

∑(s ，s )≤ 

clI ¨ 

所以 l Wl『≤ √ w是有界线性算子。 

理可证：d』 II ≤ (  ̂ ， 
同  丽  

所以kefw ={0}，故 w是可逆算子。 证毕 

推论4 设 s是纯次正规箅子，有相似对偶 L 

(厂。1u=s，则存在可逆算子 w满足：W I = U且 

w。。 W =N的充要条件是存在常数 c、d>0，使对 

V{ ．1 ．．c H 有： 

i∑ ，s )≤∑( ，u )≤c∑< ，s ) 0 
i 0 i． = 

证明 由于 s是纯的，N 是T的极小正规延拓， 

故由定理3知真。 证毕 

定理5 设N是 ( )上乘z的算子， 是一个 

Borel测度且 (△)： (五)(V△ Borel集)，v是 ( ) 

上算子定义为：(啪 (z)： ；)，，∈IJ2( )，如果有w 

定义于 F( )上满足 1孙 ： N ，则 |W ∈ 

L ( )，使得 w =Ⅵ 

证明 容易证明 V是两算子且 =1．、 ，= 

N ，所以 

115 

rl N 4 = 

i f f旷 )f = r‘ =A 

即、w ∈ jNl【’所以 w∈L ( )，使 、w = ，即 

W = 1 t． 

下面讨论次正规带权位移算子具有相似对偶的充 

要条件。 

不难知道，对权序列为{％} 的带权位移 s，s是 

次正规的充要条件是唯一 j[0，1]上的概率测度 1 

∈suPP ，使(Ⅱ̈，⋯， 】)!=l du(7’)，̈ ≥l，且如 
-n 

果令 d (re )= d 口(，。)，则 s兰 

对双向位移来说，蒯样有上述的 只是还需满 

足： 

( ，⋯，a ) =I-2dv( ’) 

定理6 设S是纯次规单向加权位移，JI sll=1，则S 

具有相似对偶的充要条件是 u=8 或 u=a乱十日 ． 

这里 、p>0， 十口：1，＆、 分别表示i￡=(j}和{z 

=1}上的单位测度。 

证明 设 s兰 = 1 ㈨ =N 1 ，因为 S 

循环，对H=I ，'R~xX‘=[s‘，s]是迹类 
算子，所以x紧。故若S相似于L则有d (N)= (S) 

U (T )=aD(单位圆周)，但 d(N)＼ (N)至多可 

数，而 d(s)和 d(N)均关于圆周对称，所以 (N)= 

OD或d(N)=OD U{0{，即 u=乱或 lJ= 十胁 ． 

反之，如果 u= 乱，则明显 s不带权 ，此时 S兰 

T． 

如果 u-一砷 十 ， 、 >0，d+p=1，则 -_ 

凤 + ，这里 ^是 aD上单位Lebeqne测度。 

令 ‰=1，丑和 知分别是 D和{0}点的特征函 

数，对 "≠ 0， ： { ，；0： (胡)j(一 + 

且r】)： 

则{ {U { ∈ }是 P( )的正交基，i ” 

≥0}是 ( )的正交基，{；。}U{ _7f≤ 1{是 

砰( ) 的正交基。直接计算得： 

=  

：  

N 

N 

(n≥1 ≤一2) №一 ： 十 { 
。 

{ ： 

=P ("≥2，”≤一1)，N = ； + !t 

{ 
，N ： 

http://www.cqvip.com


Il6 重虞支学学报 (自然科学版) 

故 S的权序列为l n ，1，⋯l，T的权序列为{ ，I， 

fUe =P 

l，-}定义算子 U'H— H ： ， 一(n≥ 1)，则 

IUeo 

U是可逆算子，L =丁U'即 s相似于L 证毕 

定理7 设 S是可逆不可约的次正规双向加权位 

移，I S{I=l，则 s具有相似对偶，当且仅当 j r∈ 

(0，1)，使 砷 +p =u， + =1，a、卢>0 

证明 如定理 6，如果 s相似于L 则 (N)= 

(N)= (s)，故 3 r C-(0，1)，使 u=口占．+触 

反之，如果 u=aa．+艘 ，则 =d．+ ，其中 

、 分别是 {【z j= 1}，j I j 【= r}上的单位 

Lebegue测度。 

对 ，l∈z，令 =V{ j ：K∈z}，则 是 

( )中的二维子空间，M =I口 +6 【 j ：口，b， 

C}，且当， ≠ m时， 上 ． 

令 =( +a)一{ 

工 =r (1 ，) ( ){( + )一{· 

{ i z- 一( + )( 十 )～z} 

则 {I 二 {I I【=1， 上 ，V{ ， {=心 
而且 

=  

，
N’ = 

}：H=R2( )，V{ }=R ( )上=H． 

如果再令：k = 

f =[( +a)／p +a)] 

= {[( 。 +a)／ +a) 

则计算得 

= 仉P ，N ： 7一 N = u k+l 

j ： ．： (：2 ；兰 ； ) 
【 ： (r2 + 一 

则 {( ) ≤ ≤ ( ! 
故 与 日：-均收敛。 
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ABSrRACT：The pm~lnns of sknilar-dual of subLm  oOeraR2(s are di~ussed．The syrrrnetry of similar-dual ofthe 

Dare Suhnmal cOevator are proved and necmsaiy and suffaeient oaxtitimsthatthe similar pure hnⅡ1al oOeratod~a slmi"lar 

minimal rmml extentkn are given and meanwhile tile sub眭 旺日a1 eig}1ted shi of operan]fs al∞ discus刚
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