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⑥ 具有模糊弹性连接的杆系结构有限元方法 
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摘 要：杆 系结构各单元在节点处的连接状态往往是介 于刚接和铰接之闻的某种弹性连接状态。 

作者推导了具有转动弹性连接的轩单元刚度矩阵和荷栽转移矩阵，算中考虑了横向剪切效应。通常的 

两端铰接、两端刚接或一端铰接、一端刖接的杆元刚度矩 阵只是作者所推导的刖度阵的一些特例。在指 

出弹性连接杆单元节点的弹性系数是模糊量后．给出了这种杆单元的模糊刖度阵，并培出了蛄构模糊有 

限元平衡方程的一种解法。得到的模糊解不仅包含了普通有限元法的蛄果，而且提供了有实际意义的 

附加 信．邕。 
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在通常的杆系结构中，单元的节点被简化为刚接 

点或铰接点，但是在实际的工程结构中．没有哪一种节 

点是没有摩擦力的理想铰接点，而严格的刚性固节点 

也很少。人们通常遇到的是弹性连接的情况，即节点 

本身可能具有相当大的柔度，如焊接节点就是一种典 

型的弹性连接。在结构分析中如能考虑这些节点柔度 

的影响 ，将是十分有益的 作者以平面框架为例，建立 

具有转动弹性连接⋯的杆元剐度矩阵和荷载转移矩 

阵，考虑了横向剪切效应。此外，在很多结构中，单元 

两端的转动连接弹性系数是难以精确描述的，模糊集 

合理论则能较好地处理这种情况，为此作者也给出了 

具有模糊弹性连接的杆单元刚度阵和荷载转移阵，并 

讨论了含有这种模糊单元刚度阵的有限元平衡方程的 

解法。 

1 弹性连接杆单元刚度矩阵 

典型的转动弹性连接杆单元如图 1所示。图中 

S．和S为杆两端的转动连接弹性系数，其定义为弹性 

连接处每单位相对转角的力矩。E，为 平面内的抗弯 

剐度，A为横截面面积，c为材料的剪切弹性模量，A 

为粱在 方向的受剪有效横截面面积。为推导方便， 

^如下记号，这些记号在全文内的意义均相同。 

图 1 具有转动弹性连接的杆单元 

丽 ’ 。 ’ 

e。+ + 1， 

e = tle +1，／／,： 1，2，3，⋯ 

= + 1，／／,= 1，2，3，⋯ 

= 4 + “ + 。 

用刚度法可以推出图l所示杆单元在局部坐标系 
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下的刚度矩阵为 

[t]：7E 

对称 

(2) 

如果令s 一 曲，Si一 ∞，即 ：ej=0，则式(2) 

就是一般平面刚架的粱单元刚度矩阵。 

如果令 S。一 ∞，S =O，此时 =0，es一 ∞，则由 

式(2)可推得右端圃定左端铰支的粱单元刚度矩。若 

令 S =0，S =0，则式(2)变为一般的桁槊单元。 

2 荷载移置矩阵 

在对杆系结构分析时，节问荷载必须转化到节点 

上去，转化后的荷载称为等效节点荷载。设节问作用荷 

载 ， ，等效节点荷载为 ，则 可表达为： 

= 玑  (3) 

式中 称为节问荷载转移矩阵。 

图2 有一个集中荷载的弹性连接杆单元 

当节间作用一集中荷载，如图2所示。此时 

F，=(R [if ) = T 

而 

‘ 

‘

b[3ae．2(2ae1+bei,)+b (4e + )] ‘ 

abL(2aes+be2,) 

Ⅱ[3 be (2aes+be2,)一(B +3bL)(4e。3 +e )] 

．

一 abL[(Ⅱ+2b)(4e 3 + )一2ea(2aej+b4es4)]． 

(4) 

当节间作用均布荷载．可推得荷载转穆矩阵 

为 ： 

6(12e。 +e +5 ) 

6(12e + 5 ．) 

一  6 

(5) 

当在杆的全长上作用三角形分布荷载，并设在左 

端 i点(参见图 1)荷载强度最小(即为零)，在右端 』点 

荷载强度为最太。此时荷载转移矩阵为： 

=丽 而1 

3(8e—5+3 ) 

2Lep 

3(80e +32e +22es+7) 

一 L(16e。+3) 

(6) 

在式(4)～(6)中带有下标的变量，取值方法见式 

(1)．当节间作用有几种荷载模式时，可由叠加原理求 

出等效节点荷载。 

3 模糊杆单元 

在杆系结构分析中，如使用前述弹性连接杆单元， 

单元节点的弹性系数s．和s，对计算结果有很大影响。 

事实上人们很难给出 S 和s．的精确值，现实的方法也 

许是指出s．和s，在某值附近。这意味着 S和s，属于典 

型的模糊量。我们将单元两端的连接弹性系数是模糊 

量的单元称为模糊杆单元。 

模糊杆元两端的转动弹性系数分别记为是和暑， 

用 DR型模糊数 表示为 

是 =( ，s ，s )朋 

怠 =( ， ， )蛐 

式中L和R是 的左、右基准函数，S 是毛的主值，S 

和S 分别是是的左、右展形；sj、 和 的意义可以 

类推。显然，当 s。=0时．￡节点为铰接点；当s．一 

时，i节点为剐接点。 

文[2]指出数学结构模糊化的一种途径是在已知 

的理论框架中．用模糊集(或它们的n。截集族)去替代 

普通集。因此，模糊杆单元的刚度阵[ 】在形式上与 

式(2)是相同的。只需在式(2)中用 、岛 、 和 

Z分别代替e 、 、 、 和I即可，这里是等模糊量的 

定义与式(1)相同，只是需要用怠和毛分别代替S。和 

s ． 

4 模糊有限元平衡方程的解法 

当杆系结构存在模糊弹性连接杆单元时，结构分 

析的平衡方程为 ： 

。

警 。半 

。  。  。  。  

^  

一 

。

鲁 
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[ ]{ }={ } (7) 

一 般情况下，[ ]、t }和； }中的元素均是邑(i=1， 

2．⋯， )的函数，这里怠为第i节点的模糊转动弹性 

系数， 是结构中具有模糊转动弹性连接的节点总 

数。 

对方程(7)作 (0<^≤ 1)水平截集，得区间系 

数线性方程组 ： 

[ ， ] ! ， } = f ，芦} (8) 

方程(8)的解[ ， ] =t[ 。，U 一，[旦 ， ]} 中 

各区间数[ ， ，( =1，⋯，n，n为结构自由度总 

数)的上、下界端点值由下式定义： 

=raini I KU = P， 

K∈[ ， ] ，P∈ [
．  

，P] 

=niBxt I KU=P， 

K∈[ ， ] ，P∈ [ ，P] 

(9) 

式中 K为普通矩阵，P、U为普通列阵。根据模糊分解 

定理，方程(7)的解可表示为： 

t 【_ 
_【] 
{世，u} (10) 

显然，求解方程(7)的关键在于求解方程(8)．方程(8) 

是区间系数线性方程组，目前尚无成熟的有效算法。作 

者将绕过方程(8)，直接求式(9)的 ．和 ，(J：1，⋯， 

)． 

事实上，节点位移是所有初始模糊参数 。(i=1， 
⋯

， )的函数，而且可以将结构节点位移分成 类， 

使每一类中的各个位移对初始模糊参数s (i∈1，⋯， 

)呈相同的增减关系。记 

岛’⋯高 }
． (1J) 

{ }= t L， 2，’。 ，勘 } 

式中 (q=1，⋯， )和 (g=1，⋯， )均为初始模 

糊参数，并且第 (I≤ ≤m)类节点位移是￡(q=1， 

⋯

， )的增函数 ，是 (g=1，⋯， )的减函数。对式 

(11)作 ^截集 ： 

垤{ ={王，}{ =t[立，} ]，⋯ ． ]} 

= {丑1 =【【丑。， ]，⋯， ， 

计算刚度阵和荷载阵： 

[K一]=[ (立， )]1 

P [一]={P(刍， )}I 一 

[P’]=l P(6，且)}J 

式中[K一]为取{￡} 的下界和t { 的上界所得总刚度 

阵，一般来说，[K ]与式(8)中的[ ]是不同的。式 

(12)中的[ ]、{P—I和t P {的计算方法可以类推： 

求解平衡方程： 

[ 一]i u一{= {P }，【K ]{u ；={P } (13) 

其解分别为： 

t U {= { ，U2，⋯，u：I 

{ I= { ， ；， 一， ：I 

记第 f类节点的位移向量为f西}=f ，u，f ，在 

式(14)中与第 z类节点相应的位移分量记为；u }和 

{“ {，则显然有 

{ I =t“ }， l“ } =t“ I (15) 

对所有 m类节点位移重复式(11)至式(15)的计算过 

程，然后将求得的{ } 和t } (f_1，⋯，m)，按整体 

节点位移序号总装在一起，便求得到式(9)定义的 

和 ．( =1，⋯， )，这也就是方程(8)的解 {u． } ． 

取一系列不同的(0<^≤1]，便可由式(10)得到 

方程(7)的解。 

5 结语 

本文讨论了杆系结构中有模糊转动弹性莲接时单 

元刚度阵、荷载转移阵的计算以及结构模糊有限元平 

衡方程的解法。如果在式(1O)中只取 =1，则所得结 

果与普通有限元法结果相同。当 取一系列[0，1]间的 

值时，由式(10)可得到模糊位移解，这实际上是提供 

了有意义的附加信息，供工程设计使用。 

一 般情况下，计算工作量随初始模糊参数个数的 

增加而迅速增加。在实际计算时应对结构仔细分析，合 

理控制初始模糊参数个数，使计算能顺利进行。 
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The nIlite Eiement Method for Frame 

Structure with Fuzzy Elastic Connections 

LU En-fin，ZHONG YOU-ming，XIANG Shi-ming 

(College of civil Engineering，Chongqlng University，Chongqing,$OOO44，China) 

ABSTRACT：The connections of frame sLmcture elements at a node ale ofen an elastic conne~on between hinged and 

rigid．In this paper．the
．

stiffness matrix and the loading tran r matrix of frame element with turn elastic connections is de— 

dueed．the CI'OSS shear effect has been taken into consideration simultaneously．The stiffness matrices of some bar elements，such 

as both ends of the bar E hinged or rigid and one end is hinged but the other is rigid．are special e0．ses of the stiffness matri— 

ce。presemed in this paper．After pointing out that the elastic coefficient at a node of a bar element with elastic joint is really 

a fuzzy quantity，the fuzzy stiffness ma trix of the bar element is obtained．and a solution to structural fuzzy finite elemem equi- 

librium equations is presented．The fuzzy solution obtained from above is not 0nh containing the solution of ordinary
．

finite ele— 

ment method but also providing some additional infommtions with practical value． 

KEYWORDS：frame structure；elastic COil／leo[ion；fuzzy
．

finite element method 
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The Efrects of Ral Earth Elements Oil 

the Graphitization of Ni—Fe Cast Iron Weld Metal 

DAI Yuarvshu，TONG Yarvgang，PENG GaDe，ZHOU Zhoug~yu，LING Ze-min 

(College of Mechanical Engineering，Chongqing University，Chongqing 4OOO44，China) 

ABSTRACT：The effects of mre ear【h elements La and Y on the graphitization of Ni—Fe east iron weld metal aM studied 

It is shown that the La-contained welds arc weft—graphitized whilst the Y—contained welds are moderately graphidzed．Th e re 

suits are favourably explained by a“bubbling”theory． 

KEYWORD$：mre earth metals；graphitlzation；spbaroidiaing agents：manual electrodes 
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