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线性方程神经网络——Minimax准则的光滑法方法 

叶 仲 泉 

(重庆大学 理学院，重庆 aooo,~) 

0 z?-．-f、 

弋P＼8 
摘 要：将神经网络用于线性系统方程的求解问题 ，但所用的准则函数不是通常的最小二来函数． 

而是l (或cheb ev)范数准则函教，即E。( )= {l ri(x)It或E。( )= {吉r (x)}-先将 
E ( )光滑化，再利用神经网络来求解无约束光滑优化问题。并讨论了网络的收敛性和稳定性。 
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譬 兰 曼 其中 “ -6I：奎 -6l (3) 许多应用中在线或实时求解线性方程是所希望的甚至 ’ ’ ’ f～ ‘ 
是必须的。数字计算机常不能满足希望的计算时间．或 (r1)表示适当的凸函数。令： 

代价太高。解决这个问题的有效方法是应用人工神经 r( )=[r ( )⋯ ( )] =A —b (4) 

网络(可被认为依赖于太大简化了的神经元模型的模 在实践中， ( )的如下选择特别重要： 

拟计算机)。近年来的丰申经网络热潮已导致了VLSI技 1)取 ( )：， ／2，即通常的最小二乘问题 

术方面新的理论结果和进=步，并 目使制造具有高度复 ． 

杂的微电子网络成为可能。 E2( )= 1∑r ( )=吉r ( )r( )= 

l 基本公式和问题 (̂ 一6)t(Ax一6)： 

考察线性参数估计模型 
i
1 il̂ 

一  (5) 

 ̂= b+，= 6 (1) 
其中^：[ ]∈屁⋯ (m≥n)为模型矩阵， ∈屁* 2) ·(rj) I rI I，这时 

为观察或观测向量，，∈R 为未知测量误差向量，6 E
．( )： I ( )I (6) 

为
／

真值向量。我们希望能实时求得系统的精确解或近 除了上述准则函数 z (或
cheby he )范数准i,r 

利用人工神经网络解决上述问题的关键步骤是构 则也经常用到，这时问题就成为如下的minimax问题 

造适当的计算能量函数(Lyap 。 )函数 E( )使最低 了： 

能量状态对应于期望的解 ，能量函数的导数使我们 ：． l，-( j li (7j 

能将极小化问题转化为一组微分方程或差分方程。 或修正的．ninima 问题： 

与式(1)相对应的优化问题可叙述为：求向量 f 1 
， 、1 ⋯ 

∈R ，使如下能量函数达到极小： ， 1 【 J J 【 J 

准则的适当选择不仅依赖于具体的应用而耳强 
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烈依赖于测量 6的误差分布 。标准的最小二乘准 

则对噪声为 Causs分布时是最优的。但由于误差的不 

同来源，如仪器误差、模型误差、抽样误差、人为误差 

等，假定观测或观察误差具有 Causs分布往往是不现 

实的。 

在许多应用中+minimax(Chebyshev范数，f 范数) 

准则和最小绝对值(t，一 范数)准则往往较最小二乘 

(t 一 范数)准则更实用。从统计学的观点看，z 和 1． 

范数准则对某些误差分布是最优的，例如，如误差为一 

致均匀分布，则从极大似然法的观点看，用 t。范数准 

则将是最台适 的。 

但是，比起最小二乘准则+minimax和最小绝对值 

准则仍很少用于参数估计问题，这主要是因为目标函 

数的不可微性，因而导致分析和数值问题。且在实际实 

现时也会产生一些问题。首先，E．( )和 E ( )= 

nlf1．x}l ( )f}有不连续的一阶偏导数，导数的不连 

续性常导致一些异常的结果(如错误输出，锯齿现象)； 

其次，符号函数的精确实现也相当困难；类似的，直接 

实现激活函数 ： 

~sign[ ( )]，J ( )J= 瑚ax{J r}( )J 
g[r( ) ]：1 

L0，otherwise 

也有困难且不现实。 

文献[2]讨论了线性方程神经网络的 minimax和 

最小绝对值准则问题，将 minimax问题：min m丑x}J 
∈ 《 ⋯  

( )J 1转化为等价的约束优化问题： 

minimize￡ 

su bject tO J ( )J≤ s，E≥0 (9) 

然后利用罚函数方法建立了一个目标函数。尽管得到 

了一个可微的优化问题，但却以解一个带约柬的优化 

问题为代价。 

本文利用文献[5]提出的方法，先将minimax问题 

(8)转化为无约束可微优化问题，然后再利用神经网 

络来研究该无约束优化问题 

2 minimax问题的光滑法方法 

minimax问题(7)或(8)是不可微优化问题。因而 

不能利用标准的无约束优化算法来求解，在用神经网 

络求解时，也会产生～些问题。 

考察如下的无约束 minimax问题(P)： 

minf( )； max{ ( )I (10) 
zE- ‘ ⋯ ‘ 

其中 

，( )； max{ ( )l 

显然，若取 ( )= r ( )则minimax问题(10)即为 

(8)，也就是说 (8)只是(1O)的一种特殊情形。 

minimax问题(1O)是一个特别典型的不可微优化 

问题，文献[5]提出了一个光滑法方法，其思路是力图 

保持问题的无约束特点，解决问题的途径是找一个光 

滑函数，以便计算时可以用它代替不可微的目标函数 

，( )三 max I ( ) ，minimax问题(1O)的Lagrange函 

数为 ： 

L(x，̂)=∑ ( ) (11) 

其中Lagrsmge"乘子 应满足 

∈ ；{̂l̂ ≥0，∑ ．=1) (12) 

Lagnange乘子 可以看作分量函数 ( )等于极大值 

函数，( )的概率，这样，Lagrange函数 L( ，̂ )可视为 

各分量函数的“均值”。在完全没有任何信息的情况下． 

这一概率分配应满足下面“最大墒”问题： 

⋯ 一一 -ln̂- (13) 

(̂ )代表 Shannon熵。 

考虑如下优化问题 ： 

m础  ( ， )i L( ．̂)+H( )／p (14) 

其中p为一个加权系数。V^∈ ， (̂ )总取一个非 

负的有限值，故当参数P一+*时，目标函数L。( ，̂) 

中的第二项将消失，这时同题(14)退化为问题： 

m axL( ，̂ )；  ̂( ) (15) 

当p取有限值时，问题(14)仅有唯一解： 

( ，P)= 

e p[ ( )]／∑exp[ ( )]， 1≤i≤m(16) 

当p取有限值时，所有的 (，，p)>0，1≤i≤m，这 

意味着  ̂ 位于单纯形 的内部。所以(14)中的墒函 

数H(̂ )实际起着对数障碍函数的作用．H(̂)迫使解 

点远离边界。 

将(16)代人L ( ， ，消去乘子 ，̂则可得到一个 

仅依赖于变量 与p的函数。 

( )： ( ，̂‘( ，p))= ln{∑exp[ ( )) 

(17) 

这就是要求的“凝聚”函数。 ( )具有如下重要性 

质 ： 

定理 l([5]) 对任何 ∈ ，F。( )满足下列不 
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等式关系： 

Fp( )≥ Lp( ， ) (18) 

当且仅当 取(16)式所绐的值时，上述不等式才成为 

等式。 

定理2(【5]) 对任何 ∈ ，函数Fp( )都随着 

参数P的增加而单调减少，且当P一+*时，以l厂( ) 

为极限，即 

( )≤ ( )， r≤ s (19) 

liraFp( )：f( ) (20) 

定理3 c【5】) ]对任何 ∈ ，F ( )与f( )间 

均有下列不等式关系： 

0≤ ( )一，( )≤in(m)／p 

式中m代表分量函数的个数。 

上述几个定理充分显示了 ( )的优良性态，因 

此可以用它代替目标函数，( )= 一  ( )，这样就 

将问题(13)转化成可微的无约束优化问题： 

( ) 古 n{ exp[ (圳) (21) 
的求解，当P取得足够大，一次无约束优化问题即能得 

到很高精度的解。 

3 神经网络模型及收敛性分析 

根据上节的讨论，我们可以利用光滑函数： 

( )；古 n{ exp[ ( )]】 
其中 ( =÷r ( ) 

来代替非光滑函数 

，( )=max÷r ( ) 

当P足够大时， ( )一l厂( )充分小，于是minimax优 

化问题： 

rain max去r ( ) (22) 
∈ ‘ ‘ ⋯ ‘ 

可以近似化为极小化问题 

minFo( )； 1n{∑exp【 ( )])= 

耋唧 】)㈤) 
我们建立如下的微分方程控制的神经网络来研 

究极小化问题 ： 

鲁一V l (24) 一V ̈  l 、 
(O)= 。 J 

v )： ： 

妻 p[{P， (圳 ( )嘶 
∑ex r (圳 25 — ——————————————一 () 

a 为矩阵A一的第i行向量的转置。将(24)写成分 

量 的形式 即为 

垫一：垫 ： 竺 
一  

喜ex [{ r ( )】 
(o)= = 1，2，⋯，n 

(26) 

动力系统(25)或(26)即为解无约束优化问题(23)的 

(连续)最速下降法，其基本思想是计算从初始点 

出发的轨道 ( )，使其极限点为 ( )的极小值点。 

网络的稳定性可由下式说明： 

鲁：(v ( )) dx：一(v ( )) ( )： 
一 fI vFp( )II ≤0 (27) 

即 ( )沿着动力系统(24)或(26)的轨道 ( )是单 

调下降的。又 ( (f))有下界，故网络必是稳定的，且 

稳定点对应着能量函数 ( )的极小点。 

关于网络(24)或(26)的电路实现问题，可用与文 

献[1]、[2]类似的方法来实现。 
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A Survey on Data W arehouse and Data Mining 

YIN Yong’，CAO Chang-xiu ，LINJing-dong ，ZHANG Bang-If 

(1．College ofCommunicatina and Measurement Control Engineering，Chongqing University，Chnagqing 400044，China； 
2．College of Automation，Chongqing University，Chongqing 4OOO44，China) 

ABSTRACT：The circumstances of rich data and lack of knowledge lead to the emergence of technology of data ware- 

house and data mining，and arouse the interests of people in various fields．Th is paper ves a comprehensive introduction 

about the basic ideas of data warehouse and data mining，key techniques，and the content of the main researches．Th is paper 

have also discussed the characteristics∞ well developing potential of the combination of data warehouse and data mining． 
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Neural Networks for Linear Equation 

Smouthing Method of the Minimax’S Critria 

YEZhong-quan 
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In the paper，neural networks are applied to explore the solving problem of linear equations Th e critria is 

-一 nT1 0r e yB eV’snorm),i．e． - ) {l ( )l}或 ·( ) {{r ( ))instead 0f usual】眦一 ∈旷 ∈̂ ‘ 

squares criteria·We first smooth the objective fun~ion E。( )．Then we explOl~the unconstrained optimization problem by us． 

ing neural networks．Th e convergence and stability of the network are discussed
． 
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