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具有固支边横观各向同性叠层地基板的三维解‘ 

下LJ 7o’ 
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(安徽建筑工,／k学院 建筑工程-5材料系，告肥 230022) 
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摘 要：抛弃任何有关位移或应力模式的人为假定．引入 一函数．导出具有固支边横观各向同性 

叠层地基板在任意荷栽作用下的状态方程。给出薄的、q-厚的和强厚的叠层地基板的精确解 其解)蔫 

足弹性力学的所有方程，并计及每一叠层的5个弹性常数。可求出层间和板内任意处的位移和应力分 

量以厦地基反力。 
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在土木工程中，弹性地基板得到广泛的应用 ，它的 

计算分析一直受到人们的重视。对弹性地基薄板问 

题，Timoshenko S．_] ，张福范l2j等在其各 自的专著 中 

曾做过一系列论述。至于弹性地基厚板研究文献较 

少。石小平等l3 用迭加法解决弹性地基上四边 自由 

矩形 Reissner板的求解问题。王建国等_4 应用边界元 

法求解 Ressner厚板的弯曲。近十几年来．文献[5，6] 

对三维弹性板壳问题进行了系统的理论研究，并证明 

各力学量的真解不可能是任何坐标变量的多项式。用 

三维弹性理论研究地基厚板是一项既有实际工程意 

义，又有很高学术理论价值的课题。作者在文献[5～ 

7]基础上直接从三维弹性力学基本方程出发，引人状 

态空间理论和 d一函数 ，对 Winkler地基上强厚叠层 

板进行研究，得出具有固支边的横观各向同性强厚叠 

层地基板的精确解。此解包含 3个位移和 6个应力分 

量、可求出地基反力，适用于任意层数和厚跨比。 

1 对边固支对边简支地基板的状态方程 

图 1为一横观各向同性地基板，取 轴与各向同 

性面垂直，板厚为 ，̂z=0，“两边固支， =0，b两边 

简支，在板顶面受横向压力 q( ， )作用，将固支边变 

为简支边，则固支反力为 P (v， )，P[口 ，z)。为了 

建立状态方程引入单位脉冲函数 H(z)和Dira~函数 

即 d一函数。 

横睨馨向用fl堂 

啦舒 

图 1 对边固支对边简支地基板 

令 d = -I-H( )Pw ‘ ，z)+ 

H( 一日)P ( ，2) (1) 

将(1)代八弹性力学平衡方程，得 

等+等+鲁= 1 
8( )P( 一8(-／7 d)P( 

篝+ +鲁：。 啦 

等+等+ =o j 
与常规平衡方程相比，上式右端项若设想为体积力，则 

对应 z方向的正应力场为 。 
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将几何方程代人横观各向同性体应力 

系 ，有 

f 

rc1】 C12 C13 0 0 0 
I C1 2 Cl1 C】3 0 0 0 
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(c2口 +c6 ) 

(c3+C 6) 

C1口 

被消去的平面应力可由下式表示 

C213' C3 — C1 

C313' C2 C1 

C6 C6口 0 

将 一函数和固端反力展成级数函数，有 

)P(0]=(吉一耋oos ) 
∑P (。)sin b 

∑P 
一 I 

(丢+ 

( )sjn 

取位移和应力场函数为 

耋c 

式中 U，V，W 分别为地基板沿 ．Y．z方向的位移 

C66=(Cll Cl2)／2 

记 x r— Y ，z ，。 j ·p d 

c。： 一 
C13 

。 一譬，c 兽 
忐，c5： ，c =C66,从(2)、(3)两式消去 r， 
r 后有 ， 

[U vZ X r w]T： 

西[Uvzx Yw] +B (4) 

式中 

B=[0 0 0[』)(。 占( ) P ( “) 0 0] (5) 

0 0 c o 一 

0 0 o c5 一卢 

0 0 口 一口 0 

(C3+C6) C1口 0 0 0 

(C2 +C6口 ) C】p 0 0 0 

C1 C4 0 0 0 

(7) 

(8) 

一  

u ．( )c。s 一 

∑∑ ㈦。 

w (小 jn m 

x⋯( )c。s 

y ( )sin cos 

ZJ,t T~( )sin sin 

把(8)、(9)式代人(4)式，对每对 ” 一”有 

R(2)= DR(2)+B(z) 

其中 

R( )二 

[u (z) ． (2)z (z)x ( )Y (：)w⋯( )] 

B(：)：[0 o 0 —! · 
[P ( )一(一1) ( )j 0 0r 

(6) 
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(IO) 
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}：FII 7e／a， =n ，6，SGN( )一符 号 函数 ，方程 

(1o)称常系数非齐次状态方程。 

2 叠层地基板的状态方程及其解 

o c 5 

o o 

o } 

Cl} o 

c1-q o 

c4 o 
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C 5 哼 

： 
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89 

(13) 

第J层第一个薄层，作用在该薄层固支反力为 P 

( ，z)，P (Y， )。 的取值视板厚及精度要求而 

定，只要薄层充分薄，有理由认为P i(z)，P ( )在 

薄层内是线性分布的，即有 

板 ， 翟鲁0 薹言霎冀Y 哪 91 + d。 板，取 轴与各向同性面垂直， ：，。两边固支，= r Jun川一̂ 。 ． 

辈 01㈦ 监d 图。为了便于计算出固支反力，把第，层等分量 个薄 r J̈ 一 u 。 
层、薄层厚度 = ／ ，( =1，2，⋯ ， ) 图 2(c)是 

∈ [0．d，] 

￡∈[0． ，] 

图2 对边固支埘边简支叠层地基板 

现对第 层的第一个薄层建立其状态方程。由状 cJ ( )： 

态方程(1O)可写出第 层中第J1薄层状态方程，有 

d

z

Rj(2) R，1( ) 1(z) (1 5) fi 

根据状态空间理论，方程(15)的解为 

。! ’ G ‘ R ‘。 ‘j1‘z 'z∈[。，d， ( ) d 式中 一 

( ) ，e ( )= 。～ J(r)dr (17) 

计算 G，( )，需研究矩阵 Df的特征值。设 ． 

2̂，。。，̂6为D，的特征值，由矩阵理论知，必存在一个 

由相应的特征向量组成的矩阵 ：[V1 V2⋯ V6] 

及其逆阵_P ，使 变换成对角线标准形，且有 

G．(￡)： 
I 

PJ 
l 

O 

o 

6 

L(⋯  0 

3
(： r 

0 l：一 

(14) 

P i1t z、 

(19) 

在(16)式中令 ： ，有 

R 1( )= ( )RJ (O)+C】( ) (2O) 

对第二薄层进行类似的推导，可得 

2( )：GJ( ) 2(O) e2( ) (21) 

上两式中 R ( )和 RJ2(0)分别是第 』层中第一薄层 

下表面和第二个薄层上表面物理量，此二组变量应相 

等，于是有 

R 2( )=[GJ( )] R (0)十 

G ( )q1( ) 2(dj) 

依次类推，最后可把第 ．个薄层下表面物理量和第一 

http://www.cqvip.com


重度尢学学报 (自然斟学版) 2000 

个薄层上表面物理量联系起来 ： 

R ( )= Rjl(0)+豆 

式中 E々=[G (d )] 

(22) 

(23) 

= [Gj(dj) (dj)+[G，(d )] I2C2( )+ 

⋯  

GJ(dj) 一 ．( )+C (dj) (24) 

(22)式对图2(a)中任一层都成立，根据层问位移和应 

力的连续条件相等，最后可把整个叠层地基板上、下表 

面物理量联系起来 

R (d )= FIRl】(0)+一11 (25) 

式中 n=1I El (26) 

n ： E (EH 

E 
一  l

⋯ E E2々
2

+ 

上面 R 】(0)称为初始值。n 是 6×6阶常数矩阵，面 

是6阶到阵，含有特定系数A ，A搿，(女=1，2，⋯， 

女．)。接Winker地基模型，地基反力 尸为 

P = 一 KW = 

一  K wl (̂ n 坚sin (28) 

K为地基基床系数。当地基板上表面作用均布法向 

压力 q时，并把 q按(9b)中 z级数形式展开，则地基 

板上、下表面的外力分量为(当 q为其它形式荷载时， 

同样可按级数形式展开) 

x舢(0)=o，y (0)：0，z (0)：一— 鱼％ j 
n 

x (h)=0，y (h)=0，z ．(h)=一KW (h)j 

(29) 

将(29)代2,(25)式，并取第3、4、5、6个方程，可求得 

． (0)] 

V⋯(0) = 

W (0)J 

，1+K 6l 面32+K 62面36+K 66] 

I Ⅱ4】 Ⅱ42 Ⅱ46 I 

面5。 面52 面56 j 

3 边界条件 

从(9)、(7)、(1)式 可以看 出，在简 支边 v=0，b 

处．边界条件 W：U= =0得到满足；在固支边 = 

0，Ⅱ处，因 =0． 分别等于尸㈣ 和 P ；而 W= 

= 0已经满足，剩下尚需满足边界条件 =0， 处．u 

= 0．把所取 u的三角级数表达式代人边界条件，最终 

有 

∑[U， ( )] =0 
(31) 

∑[(一1) U (z)] =0 

为了将 U (z)表达出来，仿照(25)的推导过程， 

将第J层的第女个薄层物理量用初始值表示 

Rjk( )= ( )Rl】(0)+ (z)，(J> 1) 

}( )=G，( )[G (d )] 

( )= GJ( )[Gj( ) 3 k-I 

G (z)EJ．々一1+ ( ) 

[U ，(z)] =[II11( )II12( )II】6(z) - 

肼  

I lⅡ53 lⅡ l 

Ⅱ1 )] 十 (圳  

(32)式 

(34) 

，) 

对每对 ” — ，在(34)式中令 =0和 d ，并将它 

代人(31)式中第一式，便得到关于待定常数 A 的方 

程。总共有(女1+女2+⋯+女 +5)个方程以定解同样 

数目的待定系数。当这些系数求出后，不难由(30)式 

求 出 R (0)，由(32)求出 R (z)，最后 求出地基板各 

个力学量。注意在对称荷载作用下，A =A ． ，故边 

界条件(31)式在上述求解过程中第二个方程没涉及 

到：对非对称荷载作用，边界条件的两个方程各 自独 

立，必须同时用来定解A ，A ．譬。 
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4 数值结果 

下面的算例，是用双精度量在微机上算得的 

SAP5有限元解是在 VAX机上完成的。表中 ，1，J1 

9l 

， 分别表示在第一、第二、第三层沿 方向上被分割 

的薄层数。表 中其它参数定义为 U = ／̂c ， 

V：Vqh／c{ ， w= ／c ．其中c 表示 

第二层材料 的弹性刚度系数 。 

襄 1 不同厚跨比三层横观各向同性地基板的位移、应力和地基反力 
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算例 两端固支两端筒支三层横观各向同性弹性 

地基板(图 2)的上表面受均布法 向压力 q作用，第一 

和第三层材料相同，每层均有如下弹性常数 

C】2／CIl 0 246269；C】3／C1l=0 0831715； 

C3，／Cll：0．530172；C44／Cll=0 266810； 

C66／C1_=0．3768655；Ka／t
一

~(
． ．

2 0
． 01； 

cii ／W, =5 

几何参数为 n=b，h／a如表如示。 

计算结果如表 1。表中对应的级数取项为 =1， 

3．5⋯．29，Ⅲ=1，3，5，⋯，99。SAP5有限元解，采用 

8节点 1 50个三维块体等参元和 25个边界单元(取 1／ 

4板)：作者求出的精确解与有限元解对比，除边界应 

力外，内部各点力学量相差均较小。众所周知，有限元 

解的弱点之一是边界应 力很难算准 ，对叠层 板 SAP5 

给出的 ：在层间不满足连续条件，这除了有限元本身 

因素外，还与网格划分、边界固定点数等情况有关。 

5 结语 

1)应用状态空间理论求解叠层 地基板结构的位 

移和应力行之有效，绐出的解满足弹性力学基本方程， 

边界条件和层间协调条件。 

2)计算表明状态空间法可将三维问题分离为一 

维问题求解，使复杂的工程计算大大减化，计算效率 

高、精度高是有限元法无法相比的。 

3)由于计算结果均为无量纲量，因此它适用于一 

批弹眭比相同的实际工程。 

4)考 虑地基与板协同工作 地基反力直接作为非 

独立状态变量引人到状态方程解析式 中，方法简单明 

了，概念清晰，既符合实际问题又求解方便。 

5)状态空间法可推广到动力和稳定问题的求解 = 
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Three-Dimensional Solutions of Thick Transverse Isotropic Laminates 

with Clamped Edges on Elastic Foundations 

GAO Ron~yu 

(Department of Architectura[Engineering and Materia[，Anhui Institute of Architecture，Hefei 230022．China) 

Abstract：Discarding any assumption regarding displacement or stress models，and introducdng 8-function
， the stale 

equation is established for thick transverse isotropic foundation laminates under any given loads Exact solutions are 

presented for thin，moderately thick and thick foundation Laminates A1l equations of elasticitv can be satisfied
。 and 

five elaslic constants can be taken into account The interface Ol-arbitrary point dispLacements and stress c。mDonents
．  

aS wel】8s foundation reactiolls can be worked out 

Key words：thick foundation laminate；state equation；comPatible interlamlnate；exact solution 
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